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Vorwort

Der Jones-Index ist eine Konjugationsinvariante zur strukturellen Untersuchung von
Typ II; Faktoren N C M. Im Jahr 1983 legte Vaughan Jones mit seinem bedeu-
tenden Resultat {iber die moglichen Indexwerte den Grundstein fiir die Theorie der
Unterfaktoren. Wihrend seiner Arbeit mit Faktoren gelang ihm eine Verbindung
zur Knotentheorie und er entwickelte nebenher eine neue polynomielle Knoteninva-
riante. Unter anderem dafiir wurde er 1990 mit der Fields-Medaille ausgezeichnet.

Zunichst werden die wichtigsten Konstruktionen und Resultate fiir die nachfolgende
Theorie vorgestellt, wobei ein Grundverstédndnis von Funktionalanalysis und Spek-
traltheorie vorausgesetzt wird. Anschliefend definieren wir den Index und iiberzeugen
uns von der Tatsache, dass die Menge der méglichen Indexwerte zwischen 1 und 4 auf
{4 cos®(Z) | 3 < n € N} eingeschrénkt werden kann. Dabei orientieren wir uns in den
ersten belden Kapiteln hauptséchlich an den Standardwerken zu Operatoralgebren
wie Kadison [9], Takesaki [18] und Blackadar [2]. Die Skripte tiber Von-Neumann-
Algebren von Stratila und Zsid6 [17] sowie Jones [5] erweisen sich als sehr niitzlich.
Im dritten Kapitel nehmen wir noch Notizen von Speicher [16] dazu.

Im letzten Kapitel mochten wir bestimmte Faktoren genauer betrachten, welche
durch R-Matrizen induziert werden. Dabei ist eine R-Matrix ein unitdrer Endomor-
phismus R € End(V ® V), dim(V) < oo, welcher der Yang-Baxter Gleichung

(RR1NI®R)(Rl) =19 R)(R®1)(1®R)

geniigt. Die Menge aller R-Matrizen ist im Allgemeinen schwer zu beschreiben,
dennoch gibt es Klassifikationsresultate iiber bestimmte Klassen von Losungen wie
etwa fiir involutive R-Matrizen [10]. Eine Darstellung der unendlichen Zopfgruppe
resultiert dann in II; Faktoren Ny C Mg. Es ist naheliegend, dass der Jones-Index
[Mpg : Ng| abhéngig von der R-Matrix ist. Owen Tanner betrachtete Normalformen
von involutiven R-Matrizen und stellte fest, dass unter bestimmten Bedingungen
(sieche Kapitel 4.1) fiir den Index gilt:

1

i N = x(n(R) o) = 32 0+ 3

=1 Qi =1 7t
wobei ptr = 1y @ tr : End(V ® V) — End(V) die partielle Spur bezeichnet und
(a1, ... ap, B1,...,Bm) die Thoma Parameter der involutiven R-Matrix R sind. Fiir

einige konkrete R-Matrizen, welche den Voraussetzungen nicht geniigen, kann die
Formel ebenfalls bestétigt werden. Daher stellt sich die Frage in welcher Allgemein-
heit die Formel gilt. An dieser Stelle sei bemerkt, dass im Allgemeinen nicht be-
kannt ist, ob ptr(R) invertierbar ist, allerdings ist fiir involutives R die Existenz von
ptr(R)~! gesichert.

Wir werden in Abschnitt 4.2 die Indexvermutung fiir Temperley-Lieb R-Matrizen
bestitigen und strukturelle Einschréankungen fiir solche mit trivialer partieller Spur
erhalten.

Der Begrift Hilbertraum bezeichnet im Folgenden einen komplexen Hilbertraum und
linear meint komplex-linear. Eine Projektion p ist im Folgenden immer orthogonal,
also p = p? = p*. Die GNS Konstruktion einer Von-Neumann-Algebra M beziiglich
eines Zustands 7 bezeichnen wir mit (L*(M), 7, Q) = (H,, 7, Q).
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1 Projektionen und Faktoren

M C B(H) bezeichnet in diesem Kapitel eine Von-Neumann-Algebra, falls nicht
anders erwéhnt.

1.1 Grundlegende Eigenschaften von Projektionen

Fiir die spéter vorgestellte Definition des Jones-Index werden Projektionen unent-
behrlich. Dieses Kapitel soll eine allgemeine Einfithrung in das Thema mit grundle-
genden Tatsachen und wichtigen Ergebnissen darstellen. Fortan orientieren wir uns
in diesem Abschnitt an den Standardwerken von Takesaki [18], Kadison [9] und
Blackadar [2], sowie einem Skript von Stratila und Zsid6 [17] und Notizen von Jones

[5].

Definition 1.1 Projektionen p,q € M heiflen dquivalent, falls eine partielle Isome-
trie u € M existiert mit v*u = p und wu* = q. Wir schreiben p ~ ¢. p heifit ¢
untergeordnet (p < ¢), wenn p ~ ¢’ < ¢,

Durch ~ wird eine Aquivalenzrelation definiert: Fiir Projektionen p, g, 7 gilt
L. p~p, denn p = p*p = pp*,

2.p~q = q~ p, da fiir eine partielle [sometrie u auch u* eine ist, und

3. utu = p, wu* = q = wrw, ww* = r ergibt (wu)*wu = p sowie wu(wu)* = r.

Beide Relationen héngen natiirlich von M ab. Fiir paarweise orthogonale Projektio-
nen! wird ~ additiv, denn sind zwei Familien paarweise orthogonaler Projektionen
{€;}icr und {f;};cr sowie partielle Isometrien {w;}ie; mit w*u; = e;, wul = f; Vi € I
gegeben, so konvergiert » ., u; in der starken Operator Topologie gegen die par-
tielle Isometrie, welche Y., e; ~ >, f; induziert (siehe auch [17]).

Mit &) bezeichnen wir die Menge der Projektionen auf M und Px sei die Projek-
tion auf einen abgeschlossenen Unterraum X C H. Fiir eine Familie abgeschlossener
Réaume wird mit den Operationen

APx.=Paoxe \ Px=Pomwy

el i€l

die Menge der Projektionen in B(#H) zu einem vollstindigen Verband. Mit an-
deren Worten besitzt eine beliebige Familie von Projektionen ein Supremum und
Infimum beziiglich der Standardordnung fiir selbstadjungierte Elemente. Wegen
Px < Py <= X C Y ist klar, dass \/,.; Px, (bzw. A,c; Px,) tatséchlich
das Supremum (bzw. Infimum) sind (mehr iiber Verbénde bei [15] und [2, Ab-
schnitt 1.5.1]). Auch in beliebigen Von-Neumann-Algebren wird 2, mit den soeben
definierten Operationen zu einem vollstédndigen Verband. Dies folgt aus der SOT-
Abgeschlossenheit sowie dem Satz von Vigier:

Satz 1.2 (Vigier) Sei {z;}icr C B(#) ein monoton wachsendes, beschrénktes Netz
selbstadjungierter Operatoren?, dann existiert ein selbstadjungiertes = € B(#) mit

'Projektionen p und ¢ heifien orthogonal (p L ¢), falls pg = 0



x; — x in der starken Operator Topologie. Ferner gilt x = sup;c; ;.

®das heifit: 1 3j = x; <zjundIceRViel: |z <c

Wir verzichten an dieser Stelle auf den Beweis von 1.2 und verweisen auf [12, Satz
4.1.1]. Analog gilt das Resultat auch fiir beschrankte monoton fallende Netze selbst-

adjungierter Operatoren. Im Folgenden notieren wir einen SOT-Limes z; 59 & mit
x = s-lim;ey x;. Zunéchst iiberzeugen wir uns, dass fiir Projektionen p,q € M auch
pAq, pVqe M gilt. Wegen pV q = (pt Agt)* reicht es zu zeigen?:

I Lemma 1.3 Seien p,q € M Projektionen. Dann gilt p A ¢ = s-lim,, o (pgp)™ € M.

Beweis: Man sieht schnell, dass alle (pgp)™ selbstadjungiert und positiv sind. Diese bilden
eine monoton fallende Folge, denn fiir n = 2k gilt

(z, ((pgp)™ — (pap)™™)z) = ((pap)*=, (1 — pap)(pap)*x) > 0, denn 1 — pgp > 0.

Fiir n = 2k + 1 haben wir

(z, (pgp)** ™ — (pap)***2)z) = ((pap)*x, (apa — (apa)*)(pap)*z) > 0,
denn (pgp — (pgp)?) > 0:
(z, (pap — (pap)*)z) = (x, (pagp — papap)z) = (qpz, (1 — p)qpz).

Auf diese monoton fallende Folge positiver, selbstadjungierter Operatoren kénnen wir 1.2
anwenden und definieren das selbstadjungierte P = s-lim,,_,o(pgp)". P ist eine Projektion:
Zunéchst gilt fiir festes j € N

(pap)’ P = (pqp)’ s-lim(pgp)™ = s-lim(pgp)’ (pgp)™ = P
n—oo n—oo

und somit
P? = s-lim(pgp)"P = s-lim P = P.
n—o0 n—o0

Wegen Pz = z fiir € im(p) Nim(q) gilt p A ¢ < P und ebenso P < p. Wiederholt man
die gleiche Argumentation fiir die Folge ((¢pq)™)nen, so erhilt man eine Projektion @ mit
pAqg <@ und Q < q. Wir zeigen P = (. Wegen

(pap)’ (qpq)* (pgp)™ = (pgp)? HF+n+1

gilt also PQP = P. Damit erhalten wir fiir alle z € H

\|Pz| =(z, Pz) = (x, PQPz) = (QPz,QPx)
=(Pz, Pz) — (Pz, Pz) + 2Re(QPz,QPz) — (QPz,QPzx)
=||Pz|| — [Pz — QPx||

Somit folgt P = QP, analog auch QPQ = @ und @ = PQ. Mit der Rechnung

(P = Q)z| =[[Pz|| + [|Qz| — (Pz, Q) — (Qu, Px)
=[Pzl +[|Qz| — (Pz,z) — (Qz,z) =0 Vz € H

leitet man P = @ ab. Mit P < q folgt jetzt insgesamt p A ¢ = P. 0

2gemeint ist p- =1—p



Sei nun {p; }ic; C M eine beliebige Familie von Projektionen in einer Von-Neumann-
Algebra und definiere fiir jede endliche Teilmenge F' C I xp = \/,_; p;- Damit bildet
{ZF}rcr|Fi<oo €in beschrinktes, monoton wachsendes Netz von Projektionen. Nach
1.2 konvergiert das Netz in der starken Operator Topologie gegen \/..; p; € P
Damit ist nun gezeigt:

Satz 1.4 Die Menge aller Projektionen in einer Von-Neumann-Algebra bildet einen
vollstandigen Verband.

Lemma 1.5 Mit < wird eine Halbordnung auf den Aquivalenzklassen von Projek-
tionen in M induziert: [p] < [¢] <= p < ¢q.

Beweis: Zunichst zeigen wir Wohldefiniertheit: Sei p < g und p’ € [p]. Dann gilt natiirlich
p ~ p = q. Fir ¢ = uu* ~ u*u = q zeigen wir p < ¢’. Nach Annahme gilt p = v*v ~
vv* = b < ¢. Damit auch ubu* < uqu* = wu*uu* = ¢. Jetzt gilt ubu™ = wvv*u* und
v¥utuv = v¥ovtqu = v*bgu = v*bv = v*vv*v = p. Also p ~ ubu* < ¢'.

Die Reflexivitdt von = ist klar. Fiir die Transitivitit betrachte man partielle Isometrien
u, v sowie Projektionen e, f,g mit v*u = e,uu* < f und v*v = f,vv* < g. Dann gilt
vuu*v* < vv* < g und die partielle Isometrie vu erfiillt

uwvtvu = vt fu = u* fuutu = uruutu = e.

Damit gilt also e < g.

Fiir die Antisymmetrie betrachte man wieder Projektionen e, f und partielle Isometrien
u,v mit v*u = e, vu* < f, v'v = f, vv* < e. Nun definieren wir auf der Menge P<; :=
{g € Py : g < f} die Funktion

®(g) = f —ule — vgv™)u™.
Mit g,h € P<¢, g < h und
®(h) — ®(g) =wv(h —g)v*u* >0

sieht man, dass & monoton wachsend ist.
Betrachte die Teilmenge X := {g € P<y: g < ®(g9)} und h :=\/ cx g. Mit der Monotonie
von @ folgt fiir ¢ € X sofort g < ®(g) < ®(h), denn g < h und damit gilt h < ®(h).
Wieder schlieflen wir mit der Monotonie ®(h) < ®(®(h)) und so ®(h) € X. Die Definition
von h impliziert also auch ®(h) < h, insgesamt h = ®(h) = f — u(e — vho*)u*.
Wegen

(e — vhv*)? = e — evhv* — vhv*e 4+ vho* = e — vho*
ist (e—vhv*)u* eine partielle Isometrie, welche f—h ~ e—vhv* ergibt. AbschlieBend liefert

die partielle Isometrie hv* die Aquivalenz h ~ vhv*. Da h L h — f und e — vhov* L vho*
folgt f ~ h. 0

Dabei steht die Antisymmetrie von =< ganz in Analogie zur mengentheoretischen
Aussage: (A gleichméchtig zu A’ C B und B gleichméchtig zu B’ C A) — (A gle-
ichméchtig zu B). Deshalb ist sie oft unter dem Namen Cantor-Schréder-Bernstein
Eigenschaft vorzufinden.



Bemerkung 1.6 Fiir Beweise ist es oft praktisch, dass sich jedes Element einer Von-
Neumann-Algebra als Linearkombination aus vier unitidren Elementen schreiben lésst.
Dazu zerlegt man beliebiges a zuniichst wie gewohnt in selbstadjungierte Operatoren
(a = 5= + za;f*) Ein selbstadjungiertes Element s mit [|s|| < 1 kann man nun

. * . . . .. .
schreiben als s = W“T“ wobei u := s + iV 1 — s2 unitér ist.

Analog kann man Elemente auch als Kombination vier positiver Elemente ausdriicken,
indem man selbstadjungiertes s wie folgt schreibt: s = max(s,0) — (— min(s, 0)).

Fiir # € M sei der linke Tréager [(x) (bzw. rechte Trager r(z)) die kleinste Projektion
e € B(H) mit ex = = (bzw. ze = x). Natiirlich gilt [(z) = Pz und r(z) = 1 —Puer(a)-
Insbesondere folgt fiir z € M mit der Tatsache, dass Von-Neumann-Algebren unter
Polarzerlegung abgeschlossen sind [1, 2.2.4] auch I(z),r(z) € M und I(z) ~ r(x):
Die partielle Isometrie der Polarzerlegung von x = u|x| ergibt

l(z) =uu" ~uu =1— Pre(a) = 1 = Prera = 7().

Der zentrale Trager z(p) fir p € &), ist definiert als die kleinste zentrale Projektion,
welche p majorisiert®. Gilt z(e) L z(f) fiir Projektionen e, f so heiit e zentral
orthogonal zu f.

Das néchste Lemma besagt, dass man eine Von-Neumann-Algebra auf H mit einer
Projektion gewissermaflen verkleinern kann. Wir bemerken zunéchst allgemein, dass
firz e M,y € M' gilt: zy =0 <= z(x)z(y) =0 [9, 5.5.4]. Aufgrund der Relevanz
fithren wir den Beweis von 1.8 aus. Davor noch eine Proposition:

Proposition 1.7 Sei p € M eine Projektion. Die Abbildung ap — az(p) ist ein
*_Isomorphismus von M’p nach M'z(p)

Beweis: Elementare Rechnung zeigt, dass die Abbildung additiv und multiplikativ ist
sowie mit * vertriglich ist und Surjektivitit ist auch klar. Es bleibt Wohldefiniertheit zu
zeigen, also ap =0, a € M’ = az(p) = 0.

Wegen [9, 5.5.4] gilt ap =0 = 2z(a)z(p) = 0 und so auch 0 = az(a)z(p) = az(p). Also
ist die Abbildung wohldefiniert und wegen az(p) =0 = 0 = az(p)p = ap auch injektiv.
O

Lemma 1.8 Sei M eine Von-Neumann-Algebra auf H und p € M eine Projektion.
Dann gilt pMp = (M'p)’ und (pMp) = M'p auf pH und pMp sowie M'p sind damit
Von-Neumann-Algebren auf pH. Ferner ist Z(M'p) = Z(M)p.

Beweis: Elementare Rechnung zeigt, dass pMp und M’'p auf pH kommutieren. Sei nun
x € (M'p) C B(pH). Wir zeigen zp = pr € M. Fiir y € M’ gilt wegen yp = py auch
ypr = xyp = xpy = pry. Mit dem Bikommutantensatz folgt zp € M. Ferner gilt x = pxp
auf pH. Also insgesamt x € pMp und (M'p)’ = pMp.

Um (pMp)" € M'p einzusehen reicht es nach 1.6 die Aussage fiir unitires v € (pMp)’
zu zeigen. Dafiir definieren wir K == MpH C H und q := Px. Dann sicht man mit der
Dichtheit von MpH in K sofort, dass K invariant unter M sowie M’ ist, also gilt ¢ € Z(M).
Unitéres u € (pMp)" C B(pH) setzen wir auf K mit Dichtheit folgendermafien fort:

a(z xg) =3 wu&i, Vo€ M, & € pH.

3analog fiir a € M: z(a) == Npex P wobei X = {p € Pz | pa = a}

4



Die Wohldefiniertheit der Fortsetzung folgt, da % eine Isometrie ist:

||11(Z xz’&) 17 = (wiubs, zug;) i;:ff; > (wipu, wipuls) =Y (pajwiubs, ués)
i, 0] 4]

u€(pMp)’ it
= (upziwip&,ugy) BT (palept, &) = > (i, 7€)
i, i, 2
Also lasst sich u mit @ zu einer Isometrie auf IC fortsetzen. Wieder folgt mit der Dichtheit

von MpH in K, dass @ auf K mit M kommutiert. Wir schlieen g € M’ und mit v = agp
auf pH folgt (pMp)' = M'p.

Sei x € Z(M'z(p)). Dann gilt insbesondere x = xz(p) € M’ und fiir a € M’

za(l —z(p)) = zz(p)a(l — z(p)) = waz(p)(1 — 2(p)) = 0 = a(l — z(p))z(p)z = a(l — z(p))x

auf H. Mit a = az(p) + a(1 — z(p)) und az(p) € M'z(p) folgt xa = ax, also nach dem
Bikommutantensatz x € M. Insgesamt also x € M N M' = Z(M) und =z € Z(M)z(p).
Natiirlich kommutiert Z(M)z(p) mit M'z(p). Also gilt Z(M'z(p)) = Z(M)z(p). Nach 1.7
gilt also auch Z(M'p) = Z(M)p. O

1.2 Zerlegung von Von-Neumann-Algebren

Definition 1.9 Ein Faktor ist eine Von-Neumann-Algebra M C B(#H) mit trivialem
Zentrum, das heifit:

Z(M):{aEM|Vb€M:ab:ba}:C13(H)

Mit Z(M) = MNM'ist klar, dass das Zentrum eine abelsche Von-Neumann-Algebra
ist.

Beispiel 1.10 Mit Hilfe des Bikommutantensatzes kann man schnell zeigen, dass
B(H) ein Faktor ist. Man sieht elementar (C1)’ = B(H). Da C1 eine Von-Neumann-
Algebra ist, folgt

B(H) = (C1)" =C1

und damit ist per Definition B(H) ein Faktor.

Wir wollen nun zeigen, dass in einem Faktor je zwei Projektionen beziiglich < ver-
gleichbar sind.

Lemma 1.11 Sei M ein Faktor und 0 # p,q € M Projektionen. Dann existiert
unitéres x € M mit prq # 0.

Beweis: Angenommen puq = 0 gilt fiir alle unitiren v € M. So wire auch u*pug = 0.
Sei nun a = \/,cas unitar @ Pu das Supremum der Projektionen u*pu. Damit folgt auch
aq = 0. Unitédres v € M kommutiert wegen

v*( \/ u*pu)v— \/ v uFpuv = \/ wipw = a
ueM ueM weM

unitar unitar unitar

mit a. Wegen 1.6 folgt a € M’'. Da M ein Faktor ist, sind die einzigen Projektionen in
M’ 0und 1. Da 0 # p < a muss a = 1 gelten, im Widerspruch zu aq = 0. O



Korollar 1.12 Sei M ein Faktor und p,q € M Projektionen beide ungleich 0. Dann
existiert eine partielle Isometrie 0 # u € M mit uu* < p und uv*u < q.

Bewers: Wihle u als die partielle Isometrie der Polarzerlegung von pxq, wobei x wie
in 1.11 gewshlt ist, dass prq # 0. Dann ist u*u die Projektion auf (kerpxq)t. Wegen
(ker pzq)* C (ker ¢)* gilt also u*u < g. Analog folgt uu* < p. O

Mithilfe von 1.12 und des Auswahlaxioms kénnen wir zeigen:

I Satz 1.13 Auf einem Faktor M wird < zu einer Totalordnung.

Bewers: Sei U die Menge aller partiellen Isometrien v mit uu* < p und uv*u < ¢. Elementar
sieht man, dass mit v < v <= (v*u < v*v und vu*u = u) eine Halbordnung auf
U definiert ist. Das Lemma von Zorn garantiert die Existenz eines maximalen Elements
@ € U. Angenommen die Projektionen ¢ — @*%, p — au* sind beide ungleich 0. Dann gibt
es nach 1.12 eine partielle Isometrie v # 0 mit v*v < ¢ — v*u und vo* < p — uu®*. Aber
dann ist @ < a+v € U im Widerspruch zur Maximalitit von @. Folglich gilt au* = p oder

@i = q. 0
Jede Von-Neumann-Algebra lasst sich in eine Summe vier verschiedener Arten von

Von-Neumann-Algbren zerlegen. Zunéchst fiithrt man folgende Begriffe fiir Projek-
tionen ein (wir orientieren uns an Takesaki [18]):

Definition 1.14 Sei p € &) fest und g € &) beliebig.

a) p # 0 heifit minimal, falls g <p = ¢=0V qg=p.

b) p heiit endlich (engl. finite), falls p ~ ¢ < p = ¢ = p, ansonsten heifit p
unendlich.

c) p heiBBt rein unendlich (engl. purely infinite), falls es keine endliche Projektion
f # 0 gibt mit f < p.

d) p heifit echt unendlich (engl. properly infinite), falls fiir jede zentrale Projektion
z € M mit zp # 0 folgt, dass zp unendlich ist.

e) p heifit abelsch, falls pMp abelsch ist.

f) M heifit endlich/unendlich/rein unendlich/echt unendlich, falls 154 € M die
gleichbenannte Eigenschaft besitzt.

Beispiel 1.15 a) Fiir dim’H = oo ist B(#H) unendlich, denn es existiert eine nicht
surjektive Isometrie u € B(H) (Shiftoperator). Damit ist u*u = 1, aber uu* # 1 und
somit uu* < 1.

b) Ist ¢ endlich und p < ¢, so ist auch p endlich. Denn sei p ~ p’ < p gegeben. Dann
ist ¢ — p eine Projektion orthogonal zu p. Da ~ addiditv fiir orthogonale Projektionen
ist folgt g =p+ (¢ —p) ~p' + (¢ —p) < q. Weil ¢ endlich war gilt also ¢ = p’ +q — p.
Also ist p = p’ und damit p endlich.

Ein leichtes Argument zeigt, dass in einer Von-Neumann-Algebra M die Minimalitét
einer Projektion p dquivalent zu pMp = Cp ist. In diesem Fall sind minimale Pro-
jektionen also abelsch. Weiter gilt:

Proposition 1.16 a) Abelsche Projektionen sind endlich.
b) In einem Faktor ist jede abelsche Projektion ungleich 0 minimal.

6



Beweis: a) Sei p eine abelsche Projektion und v*u = p ~ uu* < p. Es gilt
u = uu*u = puuu = pup € pMp.
Also gilt u* = pu*p und da pMp abelsch ist folgt:
p = u*u = pu*ppup = puppu’p = uu".

b) Folgt unmittelbar aus 1.8: Es gilt Z(pMp) = Z(M)p und da p € &) abelsch ist folgt
pMp = Z(pMp) = Cp. Damit ist p per Definition minimal. O

Lemma 1.17 p € &), habe keine abelschen Unterprojektionen ungleich 0. Dann
existieren qi,q2 € &y mit ¢1 L g2, 1 ~ g2 und p = q1 + qo.

Beweis: Das Lemma von Zorn liefert ein maximales Paar ((g1,:)iez, (¢2,i)icz) von Familien
paarweiser orthogonaler Projektionen mit q¢1:,q2; < p, q1; L g24, q1; ~ g2 Vi € I.
Aufgrund der Orthogonalitét gilt dann p > ¢1 ==\, q1,; ~ V; 2, =t ¢2 < p sowie ¢1 L ¢a.

Gilt f == p—q1 —q2 # 0, so ist f nach Annahme nicht abelsch. Also besitzt f eine
Unterprojektion e, die nicht zentral in fM f ist. Das heiflt es exsitiert x € M mit fxe #
ex f. Damit erhilt man eM (f—e) # {0}, denn es gilt: eM (f—e) = {0} = (e—f)Me=0
und so
efef— fefe=exf — fre=ex(f —e)+ (e — flre+ fre — fre =0,
im Widerspruch zu fze # exf. Also sei 0 # a .= ex(f —e) € eM(f — e). So ist
e>l1l(a) Lr(a) < f—e, l(a) ~r(a), l(a),r(a) <p

im Widerspruch zur Maximalitét oben. Also gilt f =0 und p = q1 + ¢o. ]

Die Eigenschaften abelsch und endlich iibertragen sich auf Suprema zentral orthog-
onaler Projektionen:

Lemma 1.18 Seien {¢;};c; C M paarweise zentral orthogonale endliche (abelsche)
Projektionen. Dann ist auch e = \/, e; = ), e; endlich (abelsch).

Beweis: Wir zeigen die Aussage fiir endliche Projektionen: Sei also f € &£y, e ~ f < e. Es
gilt e—e; <V, 2(e;). Multiplikation mit z(e;) und die Orthogonalitét ergibt e; = ez(e;).
Da alle e; endlich sind und z(e;) natiirlich mit f kommutiert, erhalten wir

ei=fae)<f Viel

und damit auch e =/, e; = f.

Fiir zentral orthogonale abelsche e; sieht man fiir x € M mit
exre = \/ e;r \/ €j = Z €;T€e;
i j i

direkt auch exeeye = eyeexe, also ist eMe abelsch. ]

Definition 1.14 erlaubt es, bestimmte Von-Neumann-Algebren anhand von Projek-
tionen zu charakterisieren.



Definition 1.19 Sei M eine Von-Neumann-Algebra.

a) M hat Typ I, falls jede zentrale Projektion ungleich 0 eine abelsche Projektion
ungleich 0 majorisiert.

b) M hat Typ II, falls es keine abelschen Projektionen ungleich 0 gibt und jede
zentrale Projektion ungleich 0 eine endliche Projektion ungleich 0 majorisiert.

¢) M hat Typ II;, falls M von Typ II und endlich ist.

d) M hat Typ Il, falls M von Typ II ist und keine zentrale endliche Projektion
ungleich 0 hat.

e) M hat Typ III, falls es keine endlichen Projektionen ungleich 0 gibt, also genau
dann falls M rein unendlich ist.

Das folgende Resultat besagt, dass die eben definierten Typen Grundbausteine fiir
Von-Neumann-Algebren sind.

Satz 1.20 Jede Von-Neumann-Algebra M lisst sich eindeutig als direkte Summe von
solchen mit Typ I, Typ II;, Typ Il und Typ III schreiben. Eine Projektion p € M
ldsst sich als eindeutige Summe von zentral orthogonalen Projektionen pi,ps € M
schreiben, sodass p; endlich und p2 echt unendlich ist.

Der Beweis findet sich bei Takesaki [18, Vol. I, V 1.19].
Mit 1.16b) reduziert sich Definition 1.19 fiir einen Faktor M:

1. M hat Typ I, falls es eine minimale Projektion in M gibt.

2. M hat Typ II, falls es endliche Projektionen ungleich 0 aber keine minimalen
Projektionen in M gibt. Ist zusétzlich 15 endlich, so hat M Typ II;, anson-
sten Typ 1.

3. M hat Typ III, falls es keine endlichen Projektionen ungleich 0 in M gibt.

Insbesondere ist ein Faktor immer entweder Typ I, 1Ty, Il oder III.

Bemerkung 1.21 Ein weiteres Resultat — auf welches wir nicht weiter eingehen wer-
den — zeigt, dass sich jede separable Von-Neumann-Algebra als direktes Integral von
Faktoren schreiben lisst [18, Vol. 1, IV 8.21]. Damit wird klar, dass Faktoren und ihre
Klassifikation im Zentrum der Theorie stehen, vgl. [18, Vol. 3, XIV §0 Introduction].

1.3 Typ II Faktoren

Im Folgenden werden wir uns mit Typ II Faktoren beschéftigen, da diese spéter
wesentlich fiir die Definition des Jones-Index werden. Typ I und IIT Faktoren haben
fiir die hier behandelte Theorie keine grofle Relevanz. Die Klassifikation der Typ I
Faktoren gestaltet sich als relativ einfach und in [2], [9], [18] finden sich mehr Infor-
mationen dazu.

Die wohl wichtigsten Erkenntnisse in diesem Abschnitt sind die Existenz eines
treuen, ultraschwach stetigen, eindeutigen Spurzustands auf einem II; Faktor und
dass sich II; Faktoren genau dariiber charakterisieren lassen. Dann werden wir se-
hen, dass auf II,, Faktoren ebenfalls eine Spur existiert, iiber die wir spéter den
Index definieren werden. Wir orientieren uns wieder an Takesaki [18], Kadison [9]
und Jones [5]. Niitzlich sind auch Anantharaman [1] und Blackadar [2].



Definition 1.22 Sei M eine Von-Neumann-Algebra.
1. Ein Zustand ist ein positives lineares Funktional ¢ auf M mit ¢(1) = 1.
2. Eine (numerische) Spur auf M ist eine Abbildung 7 : M, — [0, oo] mit
(a) (0 +y) = (@) + 7(y), &,y € My,
(b) 7(Az) = At(x),A >0, z € My,
(c) T(z*z) = 1(x2*), x € M.
3. 7 heifit treu, falls 7(z*z) =0 = =0
7 heilt endlich, falls 7(1) < oo
5. 7 heiit semifinit, falls fiir jedes 0 # x € M ein 0 # y € M, existiert mit y < x
und 7(y) < 0o
6. 7 heifit normal, falls 7(sup;x;) = sup,; 7(z;) fiir jedes monoton wachsende,
beschrénkte Netz {x;}; C My °.
7. Ein Spurzustand ist ein Zustand ¢ sodass qb! M, eine (endliche) Spur ist.

-

?die Definition geht analog auch fiir positive Abbildungen

Wegen 1.6 lédsst sich eine endliche Spur zu einem positiven linearen Funktional auf
ganz M fortsetzen.

Bemerkung 1.23 Ebenso folgt mit 1.6, dass ein positives lineares Funktional ¢ auf
selbstadjungierten Elementen nur reelle Werte annimmt und damit automatisch gilt:
o(z*) = p(a —ib) = Pp(a +1ib) = ¢p(x) Yx =a+ibe M, a=a*, b=">"

Am Rande sei angemerkt, dass positive lineare Abbildungen ¢ : M — C automa-
tisch stetig sind. Dazu reicht es wieder, die Beschrianktheit fiir positive Elemente
nachzurechnen: Wire ¢ nicht stetig, so wahlt man z, > 0 mit ||z, = 1 und
¢(x,) > 4" fir n € N. Dann gilt = > 27"z, € M und da ¢ positiv ist
o(z) > 27"¢(x,) > 2" ¥V n € N — ein Widerspruch zur Wohldefiniertheit von ¢.
Ferner gilt ||¢]| = ¢(1), siehe [2, I11.6.2.5].

Die folgenden Propositionen bringen noch die Eigenschaft normal* mit Stetigkeit in
Zusammenhang.

Proposition 1.24 Fiir ein stetiges lineares Funktional ¢ auf M sind dquivalent:
1. ¢ ultraschwach stetig.
2. ¢ ultrasstark stetig.
3. ¢ schwach stetig auf B;(M).
4. ¢ stark stetig auf B;(M).
5. ¢ normal.

Proposition 1.25 Sei ¢ : M — N eine vollsténdig positive Abbildung (insbesondere
alle *~Homomorphismen) zwischen Von-Neumann-Algebren. Dann sind dquivalent:
1. ¢ normal.
2. ¢ stetig beziiglich den ultraschwachen Topologien auf M und N.
3. ¢ stetig beziiglich den ultrastarken Topologien auf M und N.
4. @, () stetig beziiglich den ultrastarken Topologien auf By (M) und N.

“4ein lineares Funktional ¢ heifit normal, falls ¢(sup; x;) = lim; ¢(x;) fiir jedes monoton wach-
sende, beschrinkte Netz (z;); C My



Auch wenn einige Implikationen trivial sind, wird an dieser Stelle fiir die Beweise
auf [2, 111.2.1.4, 111.2.2.2] verwiesen. Obwohl wir im Folgenden nicht explizit alle
dquivalenten Aussagen bendtigen werden, sind sie der Vollstiandigkeit halber den-
noch aufgefiihrt.

1.3.1 1II, Faktoren

Zunéchst zeigen wir, dass Spuren auf II; Faktoren automatisch schone Eigenschaften
haben.

Proposition 1.26 Sei N ein ultraschwach abgeschlossenes Linksideal einer Von-
Neumann-Algebra M. Dann existiert eine eindeutige Projektion p € M mit N = Mp.
Falls N ein zweiseitiges Ideal ist, so gilt p € Z(M).

Beweis: Da N ultraschwach abgeschlossen ist und die Involution -* : M — M ultraschwach
stetig ist, ist auch N* ultraschwach abgeschlossen.

NN N*C M ist damit eine ultraschwach abgeschlossene *-Unteralgebra und besitzt eine
eindeutige grofite Projektion quPq =pENNN* P={qe NNN*:q=¢*=q"}. Da
N ein Linksideal ist mit p € N folgt Mp C N.

Fiir x € N betrachte man die Polarzerlegung z = u|z|. Wegen |z| = v*z und = € N gilt
|z| = |z|* € NN N*. Mit |z| = |z|p sieht man x = u|z| = u|z|p € Mp und so Mp = N.

Ist N ein zweiseitiges Ideal so haben wir fiir unitéres u € M: N = Nu* = Mpu* = Mupu*,
da M = Mu. Wegen der Eindeutigkeit von p folgt p = upu*, also p € Z(M) nach 1.6. O

Insbesondere folgt aus 1.26, dass ein Faktor M keine ultraschwach abgeschlossenen
zweiseitigen Ideale ungleich 0, M hat.

Lemma 1.27 Eine ultraschwach stetige endliche Spur 7 # 0 auf einem Faktor M ist
treu.

Beweis: Definiere N .= {m € M : 7(m*m) = 0} und sei a € M sowie z € N.

Wegen 0 < ||la|?1 — a*a gilt 0 < z*(||al|?1 — a*a)z, also z*a*ax < |a||?z*x. Dann erhélt
man mit der Positivitit von 7 auch 7(x*a*ax) < ||a||?*7(x*z) = 0, also ist N ein Linksideal.
Mit der Spureigenschaft 7(ab) = 7(ba) folgt N = N* und somit auch, dass N zweiseitiges
Ideal ist: x € N,a € M, 7(a*z*za) = 7(xaa*s*) =0 = za € N.

Um zu sehen, dass N ultraschwach abgeschlossen ist, nutzen wir die Cauchy-Schwarz
Ungleichung fiir die positiv semidefinite, hermitesche Sesquilinearform (x,y), = 7(y*x):

Aus 7(z*r) = 0 folgt damit |7(zy)|? < 7(x2z*)7(y*y) = 0, Yy € M. Also gilt 7(z*z) =
0 < 7(ay) =0, Yy € M. Nach Annahme sind die Funktionale z — 7(xy) ultraschwach
stetig und N = (), ker(7(- y)) ist damit ultraschwach abgeschlossen. Mit Proposition
1.26 gilt N = Mp fiir eine zentrale Projektion p. Aber mit 7 # 0 ist NV # M — also p = 0,
da M ein Faktor ist. O

Das zentrale Resultat ist nun:

Satz 1.28 Fiir einen Faktor M sind dquivalent:
1. M ist endlich.
2. Auf M existiert ein Spurzustand.

Solch ein Spurzustand ist automatisch normal.

Der Beweis ist technisch und hiermit sei auf die ausfiihrlichen Standardwerke zum
Thema verwiesen, wie etwa Takesaki [18, Vol. I, V 2.5, 2.6]. Damit erhalten wir eine
aquivalente, dulerst niitzliche Charakterisierung eines II; Faktors:
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Korollar 1.29 Ein II; Faktor ist ein unendlich dimensionaler Faktor M, auf dem ein

Spurzustand 7 existiert. 7y ist automatisch ultraschwach stetig, treu und eindeutig
(siehe 1.32).

Korollar 1.30 Sei M ein II; Faktor und 0 # p € M eine Projektion. Dann ist auch
pMp auf pH ein II; Faktor.

Beweis: Nach 1.8 ist pMp ein Faktor. Sei 7p; der Spurzustand auf M. Durch 7,5, =
Tﬁ‘{p) wird ein Spurzustand auf pMp definiert. pMp ist unendlich dimensional, da eine
minimale Projektion pap € pMp auch minimal in M wéire: Sei ¢ € M mit g < pap.
Dann gilt auch pgp < pap und damit pgp = pap V pgp = 0. Im ersten Fall erhalten wir
pap = pap = pgpap = pappap => pq = pap = q = pap, wobei wir ¢ < pap
angewendet haben. Analog sieht man im zweiten Fall ¢ = 0. Da M nach Annahme keine
minimalen Projektionen hat, gibt es in pMp ebenfalls keine. Somit ist pMp unendlich

dimensional und damit ein II; Faktor nach 1.29. ]

Wir mochten noch sehen, dass 7, auf einem II; Faktor eindeutig bestimmt ist.

Proposition 1.31 Sei M ein [1; Faktor. Dann existiert fiir jedes n € N eine Zerlegung
1= Z?:l p; in paarweise orthogonale Projektionen, sodass 7(p;) = 27" fiir jeden
Spurzustand 7 auf M.

Beweis: Dies ist ein einfaches Korollar aus 1.17: Da M keine abelschen Projektionen
ungleich 0 besitzt (siehe auch 1.16), ergibt wiederholtes Anwenden von 1.17 eine Zerlegung
1= Z?Zl p; mit paarweise orthogonalen und dquivalenten p;. Damit gilt 73/(p;) = 27". O

I Korollar 1.32 Ein Spurzustand auf einem II; Faktor M ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir zeigen, dass je zwei Spurzustinde auf den Projektionen iibereinstimmen. Da
deren Spann normdicht in M ist, folgt die Aussage. Sei 1 # ¢ € &) und zerlege mit 1.31
1= 21‘2:1 p; in paarweise orthogonale Projektionen. Wegen 1.13 folgt

k k+1
H!kGN:Zpijqupi-
i=1 i=1

Mit der vorherigen Proposition folgt jetzt

k k+1

?ST(Q)S on

So wird der Wert von 7(q) beliebig genau angenéhert und zwei Spurzustinde miissen
iibereinstimmen. O

Korollar 1.33 Sei M ein II; Faktor mit (normalem) Spurzustand ;. Dann definiert
Tu einen Isomorphismus zwischen der Menge der Aquivalenzklassen von Projektionen
und dem Intervall [0, 1].
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Beweis: Schreibe zunéichst (0,1) 3 ¢ = >, bi27", b; € {0,1}. Konstruiere induktiv wie
in 1.31 fir (ni)iez == {n € N : b, = 1} C N eine Familie orthogonaler Projektionen
Pni»Pas -+ Mit 7(py;) = 2™. Da 7 normal ist, folgt 7(3 ,c7pn;) = t und wegen der
Orthogonalitét ist ), 7 pn, eine Projektion. Weiter ist 7(0) = 0 und 7(1) = 1 klar.

Mit der Spureigenschaft folgt sofort p ~ ¢ = 7(p) = 7(q). Weiter ergibt 1.13, dass
auf zwei unterschiedlichen Aquivalenzklassen die Spur verschieden ist: Gilt p = ¢, so gilt
0.B.d.A. p ~ p' < q. Also auch 7(p) = 7(p’) < 7(q). O

Wir werden noch kurz die Standarddarstellung eines I1; Faktors betrachten, da diese
spater relevant wird. Sei dazu M ein II; Faktor mit Spurzustand 7. M wirkt kano-
nisch auf der GNS Konstruktion (L*(M), 7., Q) durch z(£Q) — (x£)Q2. Aufgrund
der Normalitdt von 7 ist m.(M) SOT abgeschlossen. Gleich werden wir sehen, dass
M' C B(L*(M)) automatisch zu einem II; Faktor wird.

Satz 1.34 Mit der antilinearen Involution
J: LA(M) — L3(M), zQ — z*Q

gilt (Js,Jt) = (t,s) Vs,t € L3(M), JkQ = k*Q fir k € M’ C B(L*(M)) und
JMJ = M' C B(L2(M)).

Beweis: (Js, Jt) = (t,s) priift man leicht fiir die dichte Menge M2 C L?(M), indem man
x € M in Real- und Imaginirteil aufspaltet und zQ = (a + ib)Q2 schreibt. Daraus folgt
sofort fiir k € M’ und y € M

(TEQ,y) = (" Q, kQ) = (k*y*Q, Q) = (¥ k*Q, Q) = (k*Q, yQ)

und so JkQ = k*Q. Die Inklusion JMJ C M’ zeigt man durch einfache Rechnung. Fiir
x € M’ folgt mithilfe des Bikommutantensatzes und

yJrJQ = yx*Q = Jay*Q = JaJyQ, y € M’

JxJ € M, da Q separierend ist (7 ist treu). Also gilt x € JM J. O

Damit kann man unmittelbar folgern, dass 7(x) = (x€2, Q) auch fiir M’ C B(L*(M))
ein Spurzustand ist:

T(zy) = (2yQ, Q) = (Jy*Q, J2Q) = (2Q,y"Q) = 7(yx), x,y € M.

1.3.2 1II, Faktoren

In diesem Abschnitt werden noch kurz 11, Faktoren betrachtet, da diese spéter in
3.2 und so fiir die Definition des Index relevant werden. Dennoch spielen sie fiir uns
eine eher untergeordnete Rolle, weshalb die folgenden Resultate nur zitiert werden
sollen.

Lemma 1.35 Fiir einen Il Faktor M gilt M = N ® B(H), wobei N ein II; Faktor
ist und dimH = oo.

Dieses Resultat findet sich unter anderem bei Kadison [9, 6.7.10]. Ein Beweis der
néchsten Proposition ist bei Jones [5, 9.1.8] zu finden.
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Proposition 1.36 Sei M ein unendlicher Faktor und p € &, so dass pMp ein I1;
Faktor ist. Dann ist M ein II, Faktor.

Wir konstruieren eine Spur auf einem 11, Faktor M = N ® B(H) mit II; Faktor N.
Dazu sei zunéchst bemerkt, dass auf B(H), durch

Tr(a) = Z(aei, e;)

el

eine semifinite Spur gegeben ist, wobei (e;);c; eine Orthonormalbasis von H ist.
Tr(a) ist unabhéngig von der Wahl der (e;);er ([1, 8.3.1]). Es ist klar, dass aus
dim(H) = oo auch Tr(1) = oo folgt. Eine Normierung wie auf einem II; Faktor
ist also nicht gegeben. Allerdings ist klar, dass Tr(p) = 1 fiir jede Projektion p mit
Rang 1 gilt.

Die Abbildung tr := 7n ® Tr erfiillt dann die Spureigenschaft auf N ® B(H) und ist
normal. Als Analogon zu 1.33 erhélt man:

Satz 1.37 Sei M ein Il Faktor auf einem separablen Hilbertraum mit Spur tr.
Dann definiert tr einen Isomorphismus von der Menge der Aquivalenzklassen von
Projektion in M auf das Intervall [0, oo].

Fiir den Beweis und weitere Eigenschaften von tr sei auf [5, 9.1.9f] verwiesen. An
dieser Stelle mochten wir einige Notationen vereinbaren. Im Folgenden bezeichnet

1. Tr die oben definierte (nicht normierte) Spur auf B(H),

2. tr sowohl die normierte Spur tr := 2Tr auf den Matrixalgebren My(C) d € N
als auch die semifinite Spur auf einem II,, Faktor mit tr(p) = 1 fiir jede
Projektion p mit Rang 1,

3. 7 den Spurzustand auf einem II; Faktor.

2 Konstruktion von Faktoren

In diesem Abschnitt werden Standard-Moglichkeiten zur Erzeugung von nichttri-
vialen Von-Neumann-Algebren vorgestellt. Insbesondere lassen sich damit II; Fak-
toren erzeugen.

2.1 Die induzierte Von-Neumann-Algebra einer Gruppe

Fiir eine Gruppe I' definieren wir zunéchst den Hilbertraum

) = {f:T = C| IO < oo} mit (fh)ar =Y FEAM).

vyerl’

Wir betrachten nun die linksregulére Darstellung der Gruppenalgebra

CI = {z": ;i
i=1

oziE(C,giEF}
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auf ¢*(T):

A:CT = B(CPT)), Y oy Y agu,, wobei (uyf)(g) = f(v'g).
=1 =1

Jetzt ist vN(T') = /\(CF)SOT die Gruppen-Von-Neumann-Algebra von I'. Wegen

(fruyh) =3 er F(@R(v719) = X per f(79)R(g) = (uy-1 f,h) und ugup = ug, ist
jedes u, unitdr. Ein Standardbeispiel in endlicher Dimension ist das Folgende:

Beispiel 2.1 Sei I' = Z/nZ = (g) und g ein Erzeuger. Elemente in CI" haben dann
die Form Y7~ aig’. Mit der kanonischen Basis (4, Og1s .-, 0gn-1) von (*(T') ergibt
sich

M*)(bgi) = Oghts
In Bezug zur festgelegten Basis hat A\(¢g*) die Form einer Matrix, wobei alle Eintrige

0 sind bis auf eine ”um k Stellen nach rechts versetzte Diagonale mit 1”. Fiir n = 5
gilt beispielsweise

01000
00100
AMg)=10 00 1 0
0000 1
10000

Aufgrund der Endlichdimensionalitit erzeugt diese Matrix bereits die ganze Algebra
MNZ/nZ) = N(C[Z/nZ]) C B(¢*(T)).

Das néchste Lemma klart wann vN(I') ein II; Faktor ist.

Lemma 2.2 Falls T' eine ICC Gruppe® ist, so ist vN(I') ein II; Faktor.

“yon infinite conjugacy classes: ¥V e #h € T : |[{ghg™! ’ geT}H =00

Beweis: Sei e das neutrale Element in I'. Wir bemerken, dass durch 7(f) := (fd, d.) wegen
T(ugup) = (Ugh, Oe) = (Ung,0e) = T(upuy) ein Spurzustand auf vN(I") definiert wird. Ist T’
eine ICC Gruppe, so ist |I'| = co und vN(I") automatisch unendlichdimensional, denn die
ug sind linear unabhéngig. Sei x = 3 1 Agug € Z(VN(T')). Dann folgt mit

Z AyOy = 6e = (ugmuy—1)0e = (Z )"yug'yg*1>6€ = Z Ay Ogyg—1s
~er ~yel ~yel

dass xd. konstant auf jeder Konjugationsklasse ist. Ist I' nun ICC, so folgt aus der Quadrat-
summierbarkeit von zd. € ¢?(I") schon zd. = AJ. also x = Al. O

Einfache Beispiele fiir ICC Gruppen sind die unendliche symmetrische Gruppe Sy, =
lim S, und die freien Gruppen F,, fiir n > 2, wie man leicht iiberpriifen kann.
—>

2.2 Unendliche Tensorprodukte

Sei zunédchst {(H;, &) ier eine Familie von Hilbertraumen #H; mit ausgezeichnetem
Einheitsvektor §; € H;. Fiir endliches £ C T sei (), H; das (nicht vervollstéindigte)
Tensorprodukt der {H,;}ice. Fir F C G CZ, |G| < oo ist mit den Einbettungen

org: O~ OH @him @hio (@ &)

ieF i€G ieF ieF 1€G\F
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ein induktives System {((,;cr Hi, Pr.g)}rcge(eer | |gj<oc} gegeben. Das Tensorpro-
dukt @), (H;, &) ist die Vervollsténdigung des direkten Limes beziiglich des in-
duzierten Skalarproduktes. Die &; induzieren den Einheitsvektor ®i€2 &.

Eine Von-Neumann-Algebra M; C B(H,) lésst sich durch
pi: M; = B(®iez(H;, &), S ® 1B(Hj) ® S
JF
in B(Q),.7(H;,&)) einbetten und das Tensorprodukt ist definiert als

QM &) = {p:i(M;) | i € T}".

1€l

Bemerkung 2.3 Wihlt man normale Zustidnde ; auf M;, so ergibt die GNS Kon-
struktion von M; eine Darstellung (my,, Hy,, 2y,) und wir definieren das Tensorpro-
dukt beziiglich der ¢; als

®Mi = ®(Ml, Qpi) = ®(7T80¢ (Ml)’ Q‘Pi)‘
i€ i€ i€

Den ausgezeichneten Vektorzustand, der aus );c €2, hervorgeht, notieren wir mit
&),z @i- In diesem Fall wird also die nicht kanonische Wahl der Einheitsvektoren im
Vorfeld eliminiert.

Fiir B(C?) mit dem Spurzustand wird das Tensorprodukt besonders einfach:

Beispiel 2.4 Fiir i € N sei M; = M2(C) und ¢; = tr = %Tr die normalisierte Spur.
Dann gilt L?(M3(C)) = Mz(C) = C? ® C? und der ausgezeichnete Einheitsvektor ist
(39) € My(C). So erhilt man das induktive System (! _; M2(C), ¢;)ien mit den
Einbettungen

i

@l(@an) = ®an ® 1s.
n=1

n=1
Ein Element von ligl@;:l L?(M3(C)) hat die Form @),y a;, sodass fiir alle bis auf
endlich viele a; gilt: a; = 15 (Siehe z.B. [11, 5.2.16] fiir die Konstruktion des direkten
Limes in Set). Nun wirkt R = ), .y M2(C) per Definition auf der Vervollsténdigung.

Der néchste Satz zeigt, dass R ein Faktor ist und da R unendlichdimensional mit
Spurzustand );cy tr ist, ist R ein II; Faktor.

Murray und von Neumann zeigten in [13, Vol. IV], dass alle separablen hyperfiniten®
IT; Faktoren isomorph sind. Deshalb bezeichnet man R als den hyperfiniten II;
Faktor.

Satz 2.5 Wenn M; ein Faktor mit normalem Zustand ¢; ist fiir alle ¢ € Z, so ist auch
X);cz(M;, ;) ein Faktor.

Fiir endliche Tensorprodukte ldsst sich die Aussage durch geschicktes Argumen-
tieren mit Kommutanten zeigen. Der unendliche Fall wird darauf zuriickgefiihrt [2,
I11.3.1.3]. Auf eine Ausfithrung verzichten wir, da an dieser Stelle noch keine be-
dingten Erwartungen — welche im Beweis Verwendung finden — eingefiihrt wurden.

Seine Von-Neumann-Algebra M heiit hyperfinit falls eine gerichtete Menge von Von-Neumann-

Algebren (M;);ez existiert, sodass J; M; ultraschwach dicht in M ist.
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3 Der Jones-Index

Im Jahr 1983 veroffentlichte Vaughan Jones in [6] sein einflussreiches Resultat iiber
die moglichen Werte der nach ihm benannten Konjugationsinvariante [M : N| =
dimy (L*(M, py)) fiir IT; Faktoren N C M. Seine Arbeit ergab das iiberraschende
Resultat, dass neben dem kontinuierlichen Anteil [4, o] die Indexwerte im Intervall
[1,4) diskret liegen: {4 cos*(Z) : n € N,n > 3} ist die Menge der méglichen Werte
kleiner 4 und jede Zahl daraus wird als Index angenommen.

Wahrend er sich mit dieser Theorie beschéftigte, entdeckte Jones nebenbei einen
Zusammenhang zur Knotentheorie und eine ebenfalls nach ihm benannte Knoten-
invariante [7]. Thm wurde unter anderem fiir diese Ergebnisse im Jahr 1990 die
Fields-Medaille zugesprochen.

3.1 M-Moduln und ihre Dimension

Definition 3.1 Sei M ein II; Faktor. Ein M-Modul ist ein Hilbertraum #H mit einem
surjektiven, ultraschwach stetigen, unitalen *-Homomorphismus von M auf einen 1Ty
Faktor N C B(#). Fiir die dadurch induzierte Wirkung von M auf #H schreiben wir
x€ fir € M und € € H.

Tatséchlich ist die ultraschwache Stetigkeit automatisch erfiillt: Sei 7 : M — N die
Darstellung von H. Dann ist 7 o7 ein Spurzustand auf M. Wegen der Eindeutigkeit
gilt 7oy = Tn o . Weiter folgt mit der automatischen Treue der Spur auf M (siche
1.29) und der Tatsache, dass 7 ein *~-Homomorphismus ist die Injektivitdt von 7

Ty treu

m(a)m(a)* =7w(a*a) =0 = 7my(a*a) = 7y(m(a"a)) =0 a=0.
Damit wird 7 ein Verbandisomorphismus zwischen den vollstédndigen Verbanden M,
und N, :

Wegen der Ordnungserhaltung von 7 gilt fir (a;); € My: n(Aa;) < 7(a;) V i.
Sei b < 7w(a;) V i. Aufgrund der Surjektivitdt von 7 existiert ¢ € M mit 7(c) = b.
Weiter gilt fiir jedes ¢ mit

0 <m(a;) —m(c) =m(a; — ¢

auch a; — ¢ € My (7! ist auch ein *-Isomorphismus). Damit erhilt man ¢ < A a;.
Abschlieflend bekommen wir also b = w(c¢) < 7w(/Aa;). Damit ist gezeigt, dass
7 Infima erhilt. Ahnlich zeigt man, dass das Gleiche fiir Suprema gilt. Da M
durch M, linear aufgespannt wird, ist m automatisch normal und nach 1.25 als
*_Homomorphismus auch ultraschwach stetig.

Zentral wird das nichste Ergebnis (siehe auch Jones [5] und Speicher [16]).
Satz 3.2 Sei M ein II; Faktor und H ein separabler M-Modul.

a) Es existiert eine M-lineare® Isometrie u : H — L*(M) ® (*(N) = (?(L*(M)).
b) Fiir eine M-lineare Isometrie u : H — L*(M) ® ¢*(N) gilt vu* € (M ® 1)’ und
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tr(uu*) ist unabhiingig von u.’

“M-linear meint vz = (z ® 1)u
btr = 7 ® Tr ist die Spur auf dem II,, Faktor (M ® 1)’ = M’ ® B(£*(N))

Beweis: a) Betrachte den M-Modul K = H®(L*(M)®¢*(N)) zusammen mit der endlichen
Projektion p = id®0 € B(K) und der unendlichen Projektion ¢ = 0®id € B(K)S. Natiirlich
gilt p,q € M’ auf K. Dabei ist M’ auf K unendlich, weil ¢ eine unendliche Projektion ist.
Wiihlt man eine Projektion e in B(£?(N)) mit Rang 1, so gilt (00 (1®e)) M’ (0 (1®e)) = M’
auf L?2(M). Da M’ auf L?>(M) — wie M — ein II; Faktor ist, folgt mit 1.36, dass M’ auf
KC ein I, Faktor ist. Damit gilt nach 1.37 p = v*v ~ vv* < ¢ fiir eine partielle Isometrie
v e M’ denn tr(p) < oo =tr(q) = p =< q. Wir stellen v als Matrix dar:

[a b B B(H) B(L*(M) ® £?(N),H)
v= (c d) € B(K) = <B(H,L2(M) 2 2(N)  B(LA(M)® () >

Wegen v*v = p erhalten wir

1 0\ (a*a+cc a*b+c'd o
<o O>_<b*a+d*c b*b+d*d> = b=d=0.

0 0\ _ S oot — aa® + bb* ac* + bd*
0 1) 9= T \ca* +db* cc* + dd*

und so ((aa* + bb*)£, &) = ((¢ — vv*)(£ 8 0),£ & 0) > 0. Also folgt auch a = 0 und

v — 00
~\c 0/
Betrachtet man die Gleichungen mit der Tatsache a = b = d = 0 erneut, so gilt ¢*c = 1

und cc* < 1. Es bleibt zu zeigen, dass die Isometrie u == ¢ : H — L*(M) ® ¢>(N) M-linear
ist. Als Matrix dargestellt wirkt 2 € M wie (§ ,2,) auf K. Wegen v € M’ auf K gilt

) =6 een)=( o) = (o)

und so ux = (z® l)u ¥V x € M.
b) Sei w: H — L?(M) ® (*(N) eine M-lineare Isometrie. Dann gilt fiir z = (§ ,2,) € M

(0 0) (5 200)= (o 0) = (eonw 0)=( 220) (0 o)

also (99)e M Mit (90)(99)" = (5,0.) € M ist auch ww* € (M ®1)". Analog erhélt

w 0 0 ww*
man fiir eine weitere M-lineare Isometrie w auch ww*, ww* € (M ® 1)’. Damit folgt mit

der Spureigenschaft tr(ww*) = tr(ww*ww*) = tr(ww*ww*) = tr(ww*). O

Weiter gilt

Definition 3.3 Sei M ein II; Faktor und H ein M-Modul. Die Kopplungskonstante
oder M-Dimension von H ist definiert als dimp;(H) = tr(uu*) € [0, 0], wobei u die
M-lineare Isometrie aus 3.2 ist.

6 = 0 @ u*u, wobei u der Shiftoperator ist
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Bemerkung 3.4 3.2 besagt auch, dass M auf separablem #H unitir dquivalent
zu M auf uu*(L?(M) ® [?(N)) ist. Die Spureigenschaft zusammen mit 1.37 ergibt
dimps(H) = dimy (K) <= M auf H und M auf K sind unitdr dquivalent. Mit der
Charakterisierung von Typ II Faktoren anhand der Spur stellt man so ebenfalls fest,
dass M’ auf H ein 1I; Faktor ist, genau dann wenn dim;(H) < co. Ansonsten ist M’
ein II,, Faktor. (siche z.B. Jones [8]).

Mit dem folgenden Lemma stellt man leicht fest, dass ein beliebiger Wert in [0, 0o]
als Dimension konstruiert werden kann, indem man direkte Summen der GNS Kon-
struktion nimmt und diese mit Projektionen p € M’ zuschneidet. Wir fithren nach-
folgend Jones und Sunder aus [5], [8]. Im Beweis bezeichnet J die Involution aus
1.34.

Lemma 3.5 Sei M ein II; Faktor und H ein M-Modul.

a) Fiir eine Projektion p’ € M’ C B(L?(M)) gilt dim s (p'L%(M)) = 7/ (p').

b) Fiir M-Moduln (H;)sen gilt dimps(P,;cn Hi) = Doy dimas (Hy).

c) Fiir 0 # p € Py gilt dimypr,(pH) = Tas(p) L dimps (H).

Sei nun zusitzlich M’ ein II; Faktor auf H, also dimy;(H) < oo.

d) Fiir eine Projektion 0 # p’ € M’ C B(H) gilt dimpsy (p'H) = mar (p') dimas (H).
e) dimM(H) = (dimM/(’H))_l.

Beweis: a) Wihle den Einheitsvektor e; = (1,0,...) € ¢*(N) und sei u : p'L*(M) —
L?(M) ® /2(N) definiert durch u(p'zQ) = p'2Q @ e;. Dann gilt uu* = p’ ® (e1,-)e1. Also
gilt tr(uu*) = (7 @ Tr)(uu*) = 7(p’) - Tr({e1,-)e1) = 7(p'), da Tr(¢) = 1 fiir Projektionen
q mit Rang 1.

b) Wibhle fiir jedes i € N eine M-lineare Isometrie u; : H — L?*(M) ® ¢2(N). Nach
Annahme betrachten wir nur abzdhlbar viele Moduln. Deshalb kénnen wir mit einem
Diagonalargument die u; so mit Isometrien verkniipfen, dass ihre Bilder orthogonal sind
(0.B.d.A. haben die u; also paarweise orthogonale Bilder). Dann ist u = ., yu; eine
Isometrie und es gilt tr(uu®) = tr(}_;cn uit) = > ey tr(uguy).

c) Wir zeigen die Aussage fiir H = JqJL*(M) mit ) > q < p. Bemerke JqJ € M'.
Wegen JqJpzQ) = prJapJQ = prpeQd = JqJprpS) sind pMp auf JqJpL?(M) und pMp
auf JqJL?(pMp) unitir #quivalent. Dann gilt mit a)

dimyprp(pJgJL*(M)) = dimpps,(JgJL*(pMp)) = Trpnips (JqJ)
= Toup(@) = Tar(p) " ar(q) = Tar(p) ! dimg (JgJ L (M)).

Wegen 3.4, a) und b) ist beliebiges H unitédr dquivalent zu einer abzidhlbaren direkten
Summe von J¢;JL?(M) mit ¢; < p, da die M-Moduln PBicn Jq; JL*(M) beliebige Werte
aus [0, oo] annehmen kénnen. Mit b) folgt dann die Aussage.

d) Wihle k € Nund ¢ € 2y, () C B(@le L?(M)) mit T (@) = dimpy (H)k™! €
[0,1] (siehe auch 1.33 und beachte dimp;(H) < oo0). Mit 3.4 kénnen wir direkt H =
q @le L?(M) annehmen, wobei

q = J%qJ € JFEM(M) T = Mp(M') = (M @ 1)

Bemerke, dass die kanonische Wirkung von M auf @le L?*(M) eben die von M ® 1,
ist. Nun ist ¢'(M ® 13)'q’ = ¢ J®* M, (M)J®* ¢ c B(H) und B(H) > p' € ¢(M ® 13)'¢.
Zusammen mit p'H = p' @, L2(M) erhilt man dann

k
dimM(p"H) = dlmM <p/ @ LZ(M)> = kTJ@’“Mk(M)J@k (p’).
i=1
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Abschlieflend gilt damit fiir M’ (2 ¢/ (M’ ® 1x)q") C B(H):

rat () = Ty v ok (o) = 220075 P) R dimnay (9724)
Y TN e anes (@) kT dima ()

e) Es gilt dimy,(L?(M)) = dimyp(L?(M)) = 1. Fiir H = L?>(M) und k € N gilt mit b)
dimM(EBf:1 H) = k. Weiter ist mit der Projektion e; € My(M) C B(@®F 1) auf den
ersten Summanden der direkten Summe, sowie Eyy = J%e1 9 ¢), Ty (B11) = k1
und B(@F H) > JEFMy(M)J®* = (M @ 1;)' = My(M’) auch

k k
k dimyy (@D H) = dimp,, a1, (1), (Bt @D H) = dimpyr () = 1.
=1 =1
Ein beliebiger M-Modul H ist wegen der Annahme dimjs(H) < oo unitér dquivalent
zu ¢ Eszl L?(M) fiir geeignetes k € N und ¢/ € B(@le L?(M)) (siehe d)). Ahnliche
Rechnung wie bei d) zeigt dann die Aussage. O

3.2 Der Index

Definition 3.6 a) Sei M ein II; Faktor. Ein II; Faktor N C M heifit Unterfaktor.
b) Fiir II; Faktoren N C M heifit [M : N] := dimy(L?(M)) Jones-Index.
c) Gilt N'N M = C1, so heifit N C M irreduzibel.

Die Eindeutigkeit der Spur impliziert sofort 7y = 7as|n. Weil N C M kanonisch auf
L*(M) wirkt und L?(M) = L?>(N) @ L*(N)* folgt dimpy(L*(M)) = dimy(L*(N)) +
dimy (L?(N)*) > 1 mit [M : N]=1 <= N = M, denn die Aquivalenzklasse der
Projektion 0 ist einelementig.

Ferner wird anhand der Definition ersichtlich, dass fiir unitdres u : H — K und N C
M auf H gilt [M : N] = [uMu* : uNu*]. Dazu reicht es die unitire Aquivalenz von
M auf L*(M) und uMu* auf L?*(uMu*) einzusehen sowie die daraus entspringende
Gleichheit dimp,(H) = dimy .- (K).

Name und Notation des Index lassen sich leicht rechtfertigen, wenn man induzierte
Gruppenalgebren betrachtet.

Beispiel 3.7 Seien H < G ICC Gruppen. Dann wirkt vN(H) auf /2(G). Fiir g € G
erhalten wir die unitére Abbildung u, : (2(H) — (*>(gH), (ugf)(-) = f(g~'+). Da die
Menge der Nebenklassen {gH : g € G} eine Partition von G bildet folgt

[G:H|
dim ) (3(G)) = dimyn ) ( ar EQ(H)> =[G : H].
=1

Wir haben hierbei ausgenutzt, dass mit u : £2(G) — L2 (VN(G)), > a0y = > anyuy
die unitire Aquivalenz von vN(H) auf ¢*(G) und vN(H) auf L?>(vN(T)) induziert
wird. Bettet man nun kanonisch vN(H) in vN(G) als Unterfaktor ein, so erhélt man

[VN(G) : vN(H)] = dimyn () (L (VN(G))) = dimyn (%(G)) =[G« H].

Mit den Eigenschaften von dimy,(#) lassen sich sofort Aussagen iiber [M : N]
treffen.

19



Proposition 3.8 Wirken II; Faktoren N C M auf {0} # H mit dimy(H) < oo, so
gilt

dimy (H)

M:N|=—"-=.
[ ] dimys (H)

Beweis: Durch Bilden einer endlichen Summe @fZO’H konnen wir dimp(H) > 1 an-
nehmen. Wie in 3.4 erwiihnt impliziert dimy(#H) < oo, dass N’ ein II; Faktor ist. Ebenso
ist wegen M’ C N’ auch M’ ein II; Faktor. Nach 1.33 wihlen wir eine Projektion p € M’
mit 7 (p) = (dimpr (7))L Wegen dimps (pH) = 7ar(p) dimps(H) = 1 gilt pH = L?(M)
und

[M : N] = dimy(L*(M)) = dimpy (pH) = 7 (p) dimp (H) = m-

0

Zusammen mit 3.5 liefert diese Proposition sofort durch elementare Rechnung im
Korper R:

Korollar 3.9 Seien N C M II; Faktoren mit [M : N] < oco.

a) Fiir 0 # p € Py gilt [pMp : pNp|] = [M : NJ.

b) Fiir 0 # g € Py gilt [Mq: Ng] = [M : NJ.

c) Fiir 0 # p € Pyinu gilt [pMp : Np| = Tar(p) - 7 (p) - [M : N].
d) Es gilt [M : N] =[N’ : M.

e) Fiir IT; Faktoren N C P C M gilt [M : N] =[M : P]-[P: N].

Wir definieren fiir 0 # p € Py den lokalen Index [M : N, = [pMp : Np|.

Lemma 3.10 Seien N C M II; Faktoren mit [M : N] < oo. Fiir eine Partition
1 =73 ic;pi mit 0 # p; € Pnin, pi L pj gilt

M : Ny, 1
R DIy

iel ¢ 7 (i)

Beweis: Mit Teil c) des vorherigen Korollars und ), ; 7a/(pi) = Tn/ (2, pi) = 1 sowie
(M : N] > 1 gilt

' B ‘ _ B [M : N]pi 1
[M:N] = iEZITN’(pZ)[M : N] = ; ) ; ™ (pi)

O

Betrachtet man II; Faktoren N C M, sodass N nicht irreduzibel in M ist (also
N'NM # C1), so existiert 0,1 # p € Prninpy. Mit 1 =p+ (1 — p) und 3.10 gilt
1 1

[M : N] > o o R e > 4.

Wir haben genutzt, dass fiir z € (0,1) gilt: £ + -1~ > 4. (Ein leichtes Analysis I
Argument geniigt dafiir.)
Die Kontraposition des soeben Gezeigten ist: [M : N] <4 = N C M irreduzibel.
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Fiir eine Partition (p;)%_, von 1 in N’ N M erhilt man ferner

[M:N]>>" tpi)zzk:k%

-
=1 M

denn ein einfaches Analysis IT Argument zeigt, dass die Summe Zle a; ! unter der
Bedingung Zle a; = 1 mit a; = k~! V 4 minimiert wird.

Damit sieht man d = dim(N' N M) < [M : N|. Denn fiir d = oo existiert eine
unendliche Partition (p;);en von 1 und es folgt sofort [M : N] > Y2, 1 = oo. So
folgt aus [M : N] < oo auch d < oo und N'NM = @, M,,(C) (siche z.B. [18]).

Also existiert eine Partition von 1 der Grofle Zle n; in N’ N M und damit gilt

[M : N] > (zk:n)z > in?zd:dim(N’ﬂM).

=1

3.3 Satz von Jones

An dieser Stelle mochten wir uns von Jones bedeutendem Ergebnis {iberzeugen, dass
die Menge der méglichen Indexwerte kleiner 4 (genau) {4cos*(Z) : n € N,n > 3}
ist. Dabei orientieren wir uns an Jones [5], [6] sowie Speicher [16].

Die zentrale Konstruktion im Beweis ist ein " Turm” aus 1I; Faktoren, der aus den
IT; Faktoren N C M entspringt.

Definition 3.11 (Jones II; Faktorturm) Gegeben II; Faktoren N C M definiere
zunéchst My := N und M7 := M und dann

M1 = (Mg, e;) = (M; U{e;})" € B(LA(M;)), i €N

wobei e; = Prag,_,) € Pr2u,) die orthogonale Projektion von L2(M;) auf L?(M;_1)
ist.

Das Erzeugen von M; aus N C M wird auch als Standardkonstruktion (basic con-
struction) bezeichnet. Wiederholtes Anwenden der Standardkonstruktion ausgehend
von N C M erzeugt natiirlich genau den Turm.

Im Folgenden sei e = e; = Pr2(y) die Projektion aus 3.11. Wir méchten die Stan-
dardkonstruktion genauer betrachten — dazu nutzen wir die Existenz einer bedingten
Erwartung:

Definition und Satz 3.12 (Umegaki) Seien N C M C B(H) Von-Neumann-
Algebren. Eine bedingte Erwartung E : M — N ist eine positive lineare Abbildung
mit

1. E(n)=n, Yn €N,

2. E(asb) = aE(s)b, Vs€ M, a,be N.
Seien N C M II; Faktoren mit Spurzustand 7 = 73;,. Dann existiert genau eine

bedingte Erwartung £ : M — N mit 7 o F = 7. Ferner wird diese festgelegt durch
E(x)e =exe, Vx € M.

Wir verweisen an dieser Stelle auf [16, Satz 5.2] fiir den Beweis.
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Bemerkung 3.13 Da 7 treu ist, folgt unmittelbar mit 7 o E = 7 auch die Treue
von E. Weiter ist klar, dass E fiir N C M auf L?(M) aufgrund der Eindeutigkeit
durch die Einschréankung von e auf M = M C L*(M) gegeben ist. Aquivalent dazu
ist ex—x 1 L?(N) fiir z € M. Also ist E(z) € N wegen Dichtheit eindeutig bestimmt
durch

7((BE(z) —z)y) =0, Vy € N.

Im Folgenden bezeichnet J die antilineare Involution aus 1.34.

Proposition 3.14 Fiir die Standardkonstruktion N C M C My C B(L*(M)) gilt
1. VeeM:ex=xe < x €N,

N’ = (M’ U{e})" € BIA(M)),

JeJ =e, My = JN'J und M + MeM C M ist WOT dichte *-Unteralgebra,

[M : N] < o0 <= M, ist II; Faktor. In diesem Fall ist [My : M] = [M : NJ,

TMQ((B) = TN/(G) = [M : N]_l.

;O

Bewezs:
1. Es gelte ex = ze. Dann ergibt E(x)e = exe = ze und e = Q

(B(x) —2)Q = (E(z) —z)e2 = 0.

Da Q separierend fiir M ist folgt F(z) =x € N.

Fir z € N gilt ze = E(x)e = exe und z*e = E(z*)e = ex*e. So auch
er = (ex*e)" = exe = re.

2. M = M" zusammen mit 1. liefert N = M N {e} = (M' U {e}) C B(L*(M)).
3. Wir zeigen JeJ = e. Man berechnet elementar fiir x € M:

JeJxQd = Jex*Q = Jex"eQ) = JE(z*)Q2 = JE(2)*Q
= E(z)Q2 = E(x)e) = exef) = exd.

(Dabei gilt E(z*) = E(x)* nach 1.23.) Mit M = JM'J folgt die Aussage nun
aus 2. Wegen (aeb)(ced) = aE(bc)ed € MeM ist M + MeM abgeschlossen unter
Multiplikation. Die WOT Dichtheit von M + MeM folgt aus M U{e} C M+ MeMl.

4. Nach 3.4 ist [M : N] < oo dquivalent dazu, dass N’ ein II; Faktor auf L?(M) ist,
also mit 3. auch dazu, dass My = JN'J ein II; Faktor ist. Ferner gilt in diesem Fall
mit H = L?(M) in 3.8 und 3.5 e)

1 1 1
)= G (L2Q0) ~ dimyn, (P00~ dimn (L2

[My: M =[M : N].

Die vorletzte Gleichheit folgt aus der Konjugationsinvarianz.
5. Nach 1. gilt e € N’ N M5 und die WOT Dichtheit von M + MeM aus 3. impliziert
eMse = Ne. Zusammen mit [My : N] = [M : N]? aufgrund von 4. erhalten wir

1 = [eMye : Ne] = 1y, (€)mnr(€)[Mo : N| = 7oz, (e)7ar (€)[M : N2

Dabei haben wir 3.9 angewendet. Wieder mit 3. und der Tatsache, dass J unitér
ist gilt 7as,(e) = Tynvg(Jed) = Tav(e). AbschlieBend folgt aus der Positivitdt von
Tar, (€): Tag, () = [M : NJ. 0]
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Wir schreiben ab sofort A := [M : N]~!. Das Ziel ist nun bestimmte Relationen
fiir die Projektionen aus 3.11 zu zeigen, die es erlauben werden die Jones- Wenzl
Projektionen f, = 1 — ¢ V --- V e, in rekursive Abhéngigkeit zu bringen und
7(fn) = Pn(X) zu schreiben. Geschicktes Argumentieren mit den Nullstellen der P;
ergibt dann das finale Resultat.

Proposition 3.15 e, es aus 3.11 erfiillen folgende Relationen:
1. Firz € M : mpp,(zer) = At (),
2. Ejp(e1) = Al fiir die spurerhaltende bedingte Erwartung Ejs : My — M,
3. €1€e2€1 = )\61, €g9€1€9 — )\62.

Beweis:
1. Fir z,y € N gilt mit e € N': 7, (zye1) = 7ag, (yxer). Also ist 7ar, (- €1) eine Spur
auf N. Diese ist eindeutig bis auf Normierung, also gilt 7z, (- €1) = ern(+). Ferner
gilt ¢ = ety (1) = 7ar,(e1) = A nach 3.14.
Die Aussage folgt nun aus 7z, (xe1) = mag, (e12ze1) = 7o, (E(x)er) = My (E(z)) =
Aty (), da E die Spur erhélt (siehe 3.12).
2. Mit 1. folgt fiir x € M:

TM2(()\ — 61)%’) — )\TM2(£1?) - TM2(€1J:‘) = ATMQ(x) — )\TM(.%') = 0,

denn aufgrund der Eindeutigkeit des Spurzustands gilt 7az, (x) = 7as(z). Die Aussage
folgt mit 3.13.

3. Die Charakterisierung der bedingten Erwartung impliziert esejes = Epr(er)es =
Aez. Nach 3.14 3. reicht es die Gleichheit auf (M + Mey M)2 C L?(Ms) zu priifen”.
Angewendet auf x€) erhalten wir mit 2. und den Eigenschaften der bedingten Er-
wartung

erege1x8) = eregerzeaf) = ey Epr(e1x)eaf) = ey Area) = Aeqzf.
Auf ye1 20 gilt dhnlich
erege1yer 2§) = ejeqeryerzesf) = e1 Epr(e1yerz)eafd
=e1Ey(En(y)er)zead = e1 En(y)AzeaQd = Aeyye; 29
Hierbei gilt Ep(En(y)e1) = En(y)En(e1) weil Ex(y) € N C M ist. O

Die gezeigten Resultate der Standardkonstruktion iibertragen sich natiirlich sofort
auf den gesamten Turm aus II; Faktoren:

Korollar 3.16 Fiir die (¢;);en aus 3.11 gelten die Relationen
1. e? = e,
2. ’Z—]’ >2 = €5 = €€,
3. €;€;+1€; — )\61‘.

Beweis: 1. ist klar, da alle e; Projektionen sind. Wegen e; € M/ _, nach 3.14 und e;_j €
M;_ € M;_ 5, V k> 2ist 2. klar. 3. folgt direkt aus 3.15. O

Tatséchlich spielen Tschebyschow Polynome eine wichtige Rolle und mit verwandten
Polynomen werden in 3.18 die Jones-Wenzl Projektionen rekursiv in Verbindung
gebracht:

"fiir einen I1; Faktor B C B(L?(B)) ist eine WOT dichte *-Unteralgebra A C B natiirlich auch
SOT dicht, daher kann jeder Vektor bQ € L?(B) durch (a;Q); C L?*(A) in Norm approximiert
werden: lim; ||a; Q| = (69|
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Definition 3.17 Die durch
Uo(z) =1, Ui(z) =2z, Upy1(z) = 22U, (z) — Up—1(x)

definierten Polynome heiflen Tschebyschow Polynome zweiter Art.
Definiere ferner fiir n € Ny

P, (z) = a2 Un(2\1/§

Dabei erhélt man durch elementare Rechnung die Vorschrift

).

Py=P, =1, Pyyi(xz) = Py(z) —xzPy_1(x), n € N.

Substitution von z = cos(#) ergibt® fiir die Tschebyschow Polynome

Up(cos(6)) = W 6 € R\ 7Z. (3.1)

Damit ist klar, dass P,((4 cos®(25))™") = 0 gilt fiir 0 < k < n + 1.

Satz 3.18 Fiir die Jones-Wenzl PrOJektlonen fa=1—€e1V---Ve, gilt

L Poi(N) #0 = for1=fn— ﬁfnen—f—lfna
2. BN #0firl<i<n = 7(fn) = Pot1(N).

Beweis: 1. Wir berechnen fiir n = 1 und f; # 0:

el + e —ejeg — egeq

P (A 1
: )f1€2f1= 61_7(1_61)62(1—61)—1— T

1c)
Py(\) -

Nun folgt mit den oben gezeigten Relationen

fi—

(e1 +e2 —ejeg — 6261)2 =e] + e1e0 —e1eg — Aep + ege] + €2 — Aea — egeq
— Aep — ejea + Aejea + Aep — eae; — Aeg + Aeg + Aeseq

= (1= X)(e1 +e2 —erea — ezeq)

womit p = W# eine Projektion ist. Mit ej(e; V e3) = e und es(eg V ez) = €3
folgt weiter p < e1 V eg. Zuletzt gilt noch pe; = (1 — \)~!(e1 +eae1 — Aep —ezeq) = e also
p > e1 und analog p > eo. Damit ist gezeigt: p=e; Ves und 1 —p = fo.

Die Aussage gelte jetzt fiir n > 2 und sei f, #0.
Es ist klar, dass x = f,, — P +1 /\) frneni1fn selbstadjungiert ist. 22 = z folgt durch
leichtes Rechnen mit dem Fakt

P,_1(A
ent1fneni1 = eny1fn1€ns1 — ni()en—l-lfn—lenfn—len—l-l
Po(N)

:fnflenﬁ»lenen#»lfnfl

= ent1fn-1— P]T;I/(\;\))\enﬂfn L= enit o 1Pn(>\); /(\)]\D)n—l(/\) (3.2)

P,
= en+1fnlf,+(1)(\))

8mit Induktion und der Formel sin(z) cos(y) = 1 (sin(z — y) + sin(z + y))
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und f, < fn—1. Also ist = eine (orthogonale) Projektion. Die Definition von f, 1 liefert
sofort ep+1 L frg1. Also mit fr,11 < fr

T fo1 = fufot1 — mfnen+1fn+l Jn+1

und so fp+1 < x. Mit Gleichung (3.2) sieht man ebenso

P,(A P,(\) P,.1(\
ent1T = €ny1fn — PJrg(i\)en+1fnen+1fn = ent1fn — iz +g(2\) P+(1>(\))€n+1fn1fn

= €n+1fn - €n+1fn = 0.

Abschlieflend gilt ;2 = 0 fiir 1 < i < n, da natiirlich fr,e; = 0 fiir 1 < ¢ < n. Somit ist
auch z < frpi =1 —e) A A(1—ept1).

2. Die Aussage ist fiir n = 1 klar. Mit 1. sowie 3.15 folgt dann per Induktion

T(fn) = (fn 1) P (()) (fn 1€ nfn 1) (fnfl)* PZHEE?)AT(fnl)
B n+1()\) Pa(N) Payi(N)
—Pn()‘) ( ) (fn 1) ( ) - (fn 2) ( ) ()\)

= () ”;S) (1= 1_<A)=Pn+1<x>.

Zusammensetzen der bisherigen Resultate liefert das Ergebnis:

Satz 3.19 (Jones 1983) Seien N C M II; Faktoren. Dann gilt

[M:N]<4 = 3neNss: [M: N =4cos?(~).
- n

Beweis: Sei n > 3 und

1 1
[M:NTT=Xe (40052( ) 4cos? (T ))

Dann existiert p € (1, 25, sodass A = (4 cos?( £5))7! und aus (3.1) folgt

P,(\) = A3U, <2\1f> - /\gUn<cos<n/f1>> - AZS% <o0.

Analog sieht man fir 1 <i<n-—1

ot )
s )
n+1

sin(

Pi(\) = A2 >0,

SlIl(

denn 0 < HDE <11 < < — 1. Nun gilt mit 3.18 aber 0 < 7(fo_1) = Py()) < 0. Mit
diesem Wlderspruch folgt, dass A=! = [M : N] nicht als Index auftreten kann. O

In seinem Paper [6] ging Jones noch einen Schritt weiter und konstruierte fiir jeden
moglichen Wert 4 cos2(§) einen Unterfaktor des hyperfiniten II; Faktors R, welcher
diesen Index hat. Diese Unterfaktoren sind irreduzibel wie oben bemerkt. Es lassen
sich auf einfache Art (nicht irreduzible) Unterfaktoren mit [R : N| > 4 finden:
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Beispiel 3.20 Sei 0,1 # p € R eine Projektion. Dann sind pRp sowie (1 —p)R(1—p)
ebenso hyperfinit und damit isomorph. Sei ¢ : pRp — (1 — p)R(1 — p) ein Isomor-
phismus von Von-Neumann-Algebren. betrachte nun N := {z + ¢(x)|z € pRp} C R.
Dann gilt pRp = Np und (1 — p)R(1 — p) = N(1 — p). Ferner gilt p € N'NR. Also
gilt mit der Zerlegung nach 3.10

1 n 1
() 1-7r(p)

[R:N]=

Aufgrund von 1.33 exsitiert fiir alle ¢ € (0,1) p mit ¢t = 7z (p). Elementare Methoden
der Analysis zeigen nun, dass so ein beliebiger Index auf [4,00) angenommen wird.

Zusammen mit Jones Existenzresultat zeigt das, dass {4cos*(Z) : n € Nx3} U [4, 00]
genau die Menge der moglichen Indexwerte ist und jeder Wert daraus als Index
angenommen wird.

4 Yang-Baxter Unterfaktoren

Nach der eben beschriebenen allgemeinen Theorie wollen wir uns auf konkrete Fak-
toren konzentieren und ein paar Indizes berechnen. Wir lassen uns dazu Faktoren
aus unitdren Losungen der Yang-Baxter Gleichung erzeugen.

Definition 4.1 Sei V' ein Hilbertraum mit d := dim(V) < oco. Wir definieren fiir
R € End(V®"),n,i € N

R=1ly®--®ly® R QlyQ®.. (4.1)
1 1—1 7,,...,7,+TL71 i+n

in £ = @,,cnyEnd(V) (siche auch 2.4). R € End(V ® V) heifit R-Matrix, falls R
unitér und die Yang-Baxter Gleichung

RiRyR; = RyRi Ry (YBE)

erfiillt ist.

Eine einfache Rechnung zeigt, dass der Tensorflip F'(v ® w) = w ® v eine Losung
von (YBE) in jeder Dimension ist. Das Losen der Gleichung im Allgemeinen stellt
sich als sehr kompliziert heraus und die Menge R (V') der R-Matrizen auf V' ist noch
nicht gut verstanden. Allerdings gibt es Klassifikationsresultate fiir gewisse Klassen
von Losungen wie etwa den involutiven R-Matrizen [10].

Kanonisch erhélt man eine Abbildung von der Gruppenalgebra der unendlichen
Zopfgruppe By, = lim B, nach & mittels pg : CB,, — &, 0, — R;.
H

Weiter gilt, dass My == (p(CBy))” C € wie auch 1 ® Mg =1 Ng C Mg hyperfinite
Faktoren sind und IIy, falls R # +1 [3, Proposition 2.8]. Damit stellt sich die Frage
nach dem Wert von [Mp : Ng].

4.1 Der involutive, multiplizitatsfreie Fall
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Definition und Satz 4.2 a) Sei (¢;;)ij C S' ={z € C : |z] =1} und (p)¥, C
Pp(v) eine Partition von 1y. Dann ist

N N
> cupi®pi+F ) cipi ®p; (NF1)
i=1 ij=1
i#£]
eine R-Matrix in erster Normalform.

b) Fir Ac End(V®V), BEEnd(W W) sei ABB € End(VaoW)® (Ve W))
definiert durch

AHB:=A® B® F auf
VeW)eVeW)=VeVe(WaW)a(VeW)e (WV)).

1,, sei im Folgenden die Identitét auf C**, n € N. Dann ist fiir (¢;); C S

k
c1lg, B Beplg, € End(C?® CY) mit d =) d; (NF2)
=1

eine R-Matrix in zweiter Normalform.

Fiir die Beweise und Details wird auf [3], [10] verwiesen und wir bemerken, dass
(NF1), falls ¢;; = 1 Vi # j und ¢; € {—1,1} Vi, und (NF2), falls ¢; € {—1,1} Vi,
involutive R-Matrizen beschreiben. In diesem Fall bezeichnen wir fiir ¢; € {—1,1}

N N
Z gipi p; + F Z Pi @ p; (NFI)
i=1 ij=1
i#j

als involutive Normalform. Definiert man d; := Tr(p;), so gilt

N N N
Z&‘pz’ Qpi + F sz’ ® pj ~ Hﬂ&ldi
i=1 =1

i,j=1
i#£]

mit der Aquivalenzrelation ~ aus [10] aufgrund der Ahnlichkeit der partiellen Spuren.
Owen Tanner zeigte, dass fiir involutive R-Matrizen in (NFI) unter der Zusatzan-

nahme ¢;tr(p;) # €;tr(p;), Vi # j gilt
SRR SR -
A i e e

mit ||z|lz = /7(z*x). Dabei bezeichnen die («q,...,an,,01,...,Bn) die Thoma
Parameter der involutiven R-Matrix R [10] und ptr := 1 ® tr die (rechte) partielle
Spur. (Fiir R-Matrizen stimmt diese mit der linken partiellen Spur ptr’ = tr ® 1
tiberein [10].) Gilt die eben genannte Annahme, so sagen wir R ist multiplizitétstrei,
da dann die ¢;tr(p;) genau den Eigenwerten von ptr(R) entsprechen.

Wir fithren hier den Beweis, da Tanners Uberlegungen nur skizzenhaft vorliegen.
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Zur besseren Lesbarkeit werden wir im Folgenden hiufig X € End(V®") mit X,
(siche (4.1)) identifizieren.

Fiir eine R-Matrix R gilt nach [3] ptr(R) € Nj N Mg. Ebenso hat man fiir die
Spektralprojektionen Py = Ef\’tr(R) € NN Mg. Mit 3.10 folgt also

Mg : N
[MR NR] Z [ R R]PA
\ 7(F2)
€a(ptr(R))
Gleich nutzen wir folgendes Resultat iiber Elemente der unendlichen symmetrischen

Gruppe S, = lim S,,. Wir definieren SZ! .= {0 € Sy, : o(1) =1}.
—

I Proposition 4.3 Sei o € Sy, mit o(1) # 1. 3 01,09 € S mit 0 = 01(1 2)09

Der Beweis wird als leichte Ubung dem Leser {iberlassen. Damit erhalten wir:

I Lemma 4.4 Fiir p € L@N}/%QMR gilt [Mr : Ng], =1 <= pRp € pNr.

Beweis: ” =7 ist klar, wegen [pMpgp : pNr] =1 <= pMpgp = pNg.

Fiir 7 <= " zerlege 0 € S, mit (1) # 1 wie oben in o1(1 2)og mit 01,09 € SZ!. Dann

ist wegen p € N, N Mg, pr((1 2)) = Ry und pRip € pNpg auch

ppr(0)p = pr(o1)pRippr(02) € PNE.

Damit gilt ppr(c)p € pNr V 0 € Ss und pMpgp = (pp(CSx)p)” C (pNg)"” = pNg. Also
pMpgp = pNp und [Mp : Ng], = 1. d

Proposition 4.5

N N
Fiir R=) eipi®pi+F Y _ pi®p; in (NFI) gilt ptr(R) = ) eitr(p;)p;
i=1 ij=1 =
1#]

Beweis: Wir zeigen ptr (F Zi# i ®pj) = 0. Dann folgt die Aussage wegen der Linearitét
von ptr. Dafiir wihlen wir zunéchst fiir eine beliebige Projektion p # 0,1 eine Orthonor-
malbasis (ei)?zl, welche die Zerlegung 1 = p + p* respektiert und berechnen

d
1
(v, ptr(F(p @ p™))v) = 7 D (v er), Flp@ph)(v e ex))
k=1
1< 1Y
~d Z@,pj_ek €k PU) =4 Z v p exr)(peg,v) = 0.
k=1 k=1

Fiir die letzte Gleichheit wurde verwendet, dass mit unserer Wahl der Orthonormalbasis
gilt: pey, = 0Vpler = 0 Vk. Damit ist ptr(F(p@pL)) = 0. Wegen Z#j Pi®p; =D Pi ®pz-L
und der Linearitét von ptr folgt nun schon ptr (F Zi# Di ®pj) =0. O
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Satz 4.6 Falls e;tr(p;) # ¢;tr(p;) fiir j # 4 fiir

Mz

R= Z&pz ®pi+ F Z pi ® p; in (NFI), so gilt [Mg : Ng] =
i=1 7] 1 @
i

1tr

Beweis: Wegen 4.5 und e;tr(p;) # €;tr(p;) fiir j # i sind die p; genau die Spektralprojek-
tionen von ptr(R). Damit gilt fiir jede Spektralprojektion py = Py von ptr(R)

pk(zsmz@@pﬁFsz®p])pk=€kpk ® pr, + Z piF (pk © pj)

b=l k#j=1
i#j

= &Pk @ Pr € PrNR,

da (Zi\;éjzlka(pk ®p;))(v@w) = Ziv#:lpkpjw @prv=0und 1®p =1® Py € Ng.
Abschliefend erhédlt man mit 4.4

Mp:Ngl = Y [MR =y M Nelp, z

A€o (ptr(R)) =1

was zu zeigen war. O

Mit den getroffenen Annahmen sind auch die Thoma Parameter («, ) der R-
Matrix speziell (siehe [10, Satz 4.8]) und damit kénnen wir im involutiven mul-
tiplizitatsfreien Fall

My N = otx(R) ' [3 =32 -+ 3- 5
i=1 ¢ =1

schreiben.

Man stellt fest, dass die Formel in weitaus mehr Féllen zu gelten scheint als unter
den oben beschriebenen Annahmen. Bei nicht involutiven R-Matrizen existieren
keine Thoma Parameter und man muss sich auf ||ptr(R)™!||? beschrinken, jedoch
ist in dieser Allgemeinheit nicht bekannt, ob ptr(R) invertierbar ist. Fir involutives
R € R(V) ist die Existenz von ptr(R)~! aber gesichert [10].

4.2 Temperley-Lieb R-Matrizen

Definition 4.7 R € R(V) ist vom Temperley-Lieb Typ a € [0, 1] beziiglich der
Spektralprojektion P = E/{zl, falls das Spektrum von R aus zwei Werten o = {A1, A2}
besteht und die Temperley-Lieb Relationen gelten:

1. P2=P,

3. PP Py = aPb;

Wir bemerken, dass der Flip F' € R(C?) vom Temperley-Lieb Typ % ist, aber F' €
R(C3) nicht die nétigen Eigenschaften besitzt. Eine Rechnung zeigt, dass involutive

Temperley-Lieb R-Matrizen nur mit ov = § existieren kénnen (siche auch [10]).
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Bemerkung 4.8 Ein Wort aus den P; lisst sich mit den Temperley-Lieb Relationen
in folgender reduzierter Normalform schreiben:

(P, Piy—1...Py)(PyPiy—1 ... Pe,) ... (PyPi1...Py)

wobel i; > kj, i1 < i < --- < g und ki < kg < --- < ky. (Siehe z.B. [6].)

Im Folgenden wird die spurerhaltende bedingte Erwartung Ey, : Mr — Ng beson-
dere Bedeutung erhalten:

Proposition 4.9 Fiir die spurerhaltende bedingte Erwartung Ey, : Mr — Ng,
R e R(V) gilt
ENR =ly trly 1y ®...

Ein Beweis dazu findet sich in [3]. Wir benétigen noch folgendes Resultat aus [14,
1.2]

Proposition 4.10 Betrachte II; Faktoren N C M mit endlichem Index und die
Standardkonstruktion My = ({e1} U M)" aus Jones Turm 3.11. Sei M ein II; Faktor
mit M C M und Spurzustand 7,; sowie e € M eine Projektion. Dann sind dquivalent:

1. Es existiert ein Isomorphismus ¢ : My — M mit ¢(z) = z, ¥ € M und

oler) =e. }
2. exe = En(z)e, x € M, e 20 und M = ({e} U M)”

Mit ¢(a) == 1 ® a notieren wir im Folgenden den Tensorshift ¢ : £ — £. (YBE)
impliziert sofort

$(X) =slim RIRS... R*XR, ... RoaRy VX € Mp.
Siehe Gohm und Kéostler [4] fir die Existenz des SOT-Grenzwerts.

Lemma 4.11 Sei R € R(V) und fiir das Spektrum op gelte: A € op = —A ¢ op.
Dann gilt N, N Mg = CI und insbesondere ptr(R) € CI.

Beweis: Fir R € R(V) gilt natiirlich Mp = Mpg-. Damit erhalten wir fir X € Nj, N Mg
R*XR=FXF = RXR* (siche [3])

also insbesondere R2X = X R?. Mit der Spektralzerlegung von R und der Annahme an
das Spektrum sieht man auch RX = X R. Also kommutiert X mit R; Vi € N, denn
X € End(V)®1®... und wegen

H(X)=slmRiRS...R*XR, ... RyRy = X

ist X ein Fixpunkt von ¢ und so gilt X € C1. O

Wir erhalten nun:

Satz 4.12 Sei R eine R-Matrix vom Temperley-Lieb Typ « beziiglich der Spektral-
projektion P und fiir das Spektrum or = {A\1, A2} von R gelte A; # +X2. Dann gilt
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E1®NR(X)P1 =P XP VX €1® Mg, a 75 0 sowie
1
[MR:NR]:U'(P) :E.
Beweis: Sei M = ({P1}Ul®MRg)". Da P eine Spektralprojektion von R = A1 P+Aa(1—P)
ist, gilt M = Mp und damit ist M ein Faktor. Wir betten Mg und Ngr mit dem Shift ¢
in M ein. Eyy,) bezeichne die spurerhaltende bedingte Erwartung von ¢(M, r) auf ¢(Ng)

(siche 4.9). Nach Annahme gilt:
P1P2P1 = aP1

Wegen 4.11 haben wir auch Eyy,)(F%2) € C1 und daher
E(;S(NR) (PQ)Pg = E(;S(NR) (P3P2P3) = aE¢(NR) (P3) = Ong,

also Ey(ny)(P2) = al und P Pa Py = Ey(n,)(P2)P1. Ferner gilt fiir ein reduziertes Wort w
mit Form wie in 4.8 aus den (F;);>2 falls 2 < ky:

lepl = wP1 = E¢(NR)(w)P1.
Ist 2 = k1, so ist
lepl = Pl(szF)zj—l “e Pkl) e (PilPil—l N Pkl)Pl

= (P Py—1...PsPLPPy) ... (P, P—1 ... Py)

= (PiliDil—l . P3E¢(NR) (Pg)Pl) R (PiliDil—l R Pkl)

= Eyng) (P Piy1- .- P2) o (P Py ... Py)) P

= E¢>(NR)(“’)P1‘
Wegen Linearitéit und Stetigkeit ist nun gezeigt: Egn,)(X)P1 = X P VX € ¢(Mg).
Jetzt folgt mit 4.10 schon die Existenz einer Isomorphie ¢ : My — M mit ¢(e;) = Py und
wegen der Eindeutigkeit des Spurzustands folgt

T (€1) = Ty (P1) = tr(P) = a1 (P1) = Taip (Eng (P1)) = Targ (1) = .

Also ist a # 0 und mit 3.14 5. erhiilt man 7y, (e1) = [Mg : Ng]~L. O

Man kénnte natiirlich die Voraussetzung \; # — Ao abschwéchen zu ptr(R) € Cl1.
Jedoch bringt dies keine neuen Erkenntnisse, da die einzigen involutiven R-Matrizen
mit trivialer partieller Spur +1 und Flips sind (siehe z.B. [10]). Die Flips F' € R(C")
fiir n > 3 sind nicht Temperley-Lieb.

Korollar 4.13 Eine R-Matrix R = A\; P + Ay P*? mit ptr(R) € Cl1 ist Temperley-
Lieb, genau dann wenn eine Spektralprojektion P = P*¢ die spurerhaltende bedingte
Erwartung Ey(y,) realisiert:

Eynp)(X)P1 = PLX P VX € ¢(Mp)

Beweis: Ist R Temperley-Lieb mit ptr(R) € C1, so wurde die Aussage in 4.12 gezeigt. Gilt
umgekehrt NR)(X )P = PLXP, VX € 1® Mg so erhilt man direkt

P1P2P1 == E¢(NR)(P2)P1 = ptI’(P)Pl == tl“(P)Pl

und R ist Temperley-Lieb mit o = tr(P) € C. O
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Bemerkung 4.14 Zunichst kénnte man erwarten, dass eine konkrete Realisierung
des Index als Spur einer Projektion wie in 4.12 immer moglich ist, da mit der Pro-
jektion e == ézzj eij @ ej; fiir beliebiges X € End(V ® V) und ptr’ :=tr® 1

(Ie1eptr’'(X)(e®l)=(e21)(1® X)(e®1)

gilt. (Dabei sind die (e;;);; C End(V') die Standard Elementarmatrizen.) Siehe auch
Wassermann [19, VI]. Allerdings ist es im Allgemeinen nicht moglich eine Projektion
P € End(V ® V) zu finden, die mit M = ({P,} U1 ® Mg)" die Anforderungen von
4.10 erfiillt und eine Isomorphie M = M, induziert: Betrachte die multiplizitéitsfreie,
involutive R-Matrix

1, BH1, H 13 € R((CG)

Nach [10] sind die Thoma Parameter o = (%, %, %) In diesem Fall gilt nach Tanner

[Mp : Ng] =6 +3+2 = 11. Nun ist fiir jede Projektion P € End(C°® ® C9)

tr(P)G{%|0§n§36, n € N}.

Aber {5 # 2 fir 0<n <36, n€N.
Das folgende Lemma nimmt eine zentrale Rolle ein:

Lemma 4.15 Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen aus 4.12 gilt
tr(P) = [ptr(R)[* = |tr(R)|?

Beweis: Wir wollen Ey(n,)(R5)Egny) (R2) = Eg(ny)(P2) einsehen. Da beide Seiten der
Gleichung in C1 sind, ist dies dquivalent zu Eyy,)(R5)Eg(ny) (R2) Pt = Egng) (P2) P
Wir erhalten mit (YBE), PRy = A\ Py sowie M\ = 1

PyR5P RyPy = PPRIR5PIRoR1 Py = P(1® P1)P, = PPy
Nun ist aber wegen 4.12 schon
Ey(np) (R3)PLEg(ny)(R2) Pt = PLR3PIRy Py = PPy Py = Eynpy (P2) Py
und die Aussage folgt mit E¢(NR)(R§)P1E¢(NR)(R2)P1 = E(;S(NR)(R;)E(;&(NR)(RQ)PI: da
E¢(NR)(R2) =ptr(R)1 = tr(R)1 € C1. O

Wir nehmen im Folgenden A\; = —1 an, da dies immer durch Multiplikation mit
u € S! erreicht werden kann und keine Einschrinkungen fiir die strukturellen Un-
tersuchungen liefert.

Korollar 4.16 Fiir eine Temperley-Lieb R-Matrix R = —P + A2(1 — P), Ao # +1
gilt
1
[MR : NR] = a S {2,3}

und 1 1
a=5 &= he{-ii} a=3 = Ao € {e775 €5}

Beweis: Mit 4.15 und ptr(R) = —a + A2(1 — «) erhalten wir

| —a+X(l—a)* = (4.2)
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Angenommen 0 < o < 1. So erhiilt man wegen |[Ao| = 1 und | —a+As| > |a—1| > 2 auch

3 1
‘—oz—i—/\z—)\goz’Z’!—a+>\2|—a’>‘1—a’>§
sowie

2 1
‘—a+)\2—/\ga‘ >Z>a

im Widerspruch zu | — a + A2 — A\2a|? = a. Also folgt mit 4.12 und Jones Satz 3.19
a~! € {1,2,3,4}, da die Spur a = tr(P) rational ist. Den trivialen Fall & = 1 kénnen wir
ignorieren. Elementares Rechnen mit (4.2) zeigt nun

s

1 1 ‘n
a=g = Ao € {—i,i}, a= 3 = Ao € {e'3,€'3}.
Fir a = % erhélt man Ay = 1. Mit der oben erwéhnten Abschwéchung von 4.12 sieht man,

dass dies genau dem Fall F' € R(C?) entsprechen wiirde. O

Involutive Temperley-Lieb R-Matrizen ungleich F' € R(C?) sind équivalent zu mul-
tiplizitatsfreien R-Matrizen mit genau zwei von 0 verschiedenen Thoma Parametern
(siehe [10]). In diesem Fall ist die Indexfrage nach Tanner geklért und allgemein ist
jetzt fiir eine beliebige Temperley-Lieb R-Matrix R gezeigt:

[Mp - Ng] = [[ptr(R)~"|3.
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