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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Angewandte Mehrkomponentenmodelle

Mit der in den letzten Jahrzehnten immer schneller fortschreitenden Technisie-
rung gewinnt die numerische Simulation naturwissenschaftlicher Vorgéinge zu-
nehmend an Bedeutung. Viele Vorhaben kénnen erst mit ihrer Hilfe realisiert
werden. Sie ist ein wichtiges Werkzeug bei der Entwicklung neuer Produkte und
hilft uns, naturwissenschaftliche Zusammenhénge besser zu verstehen. Im Zuge
des Klimawandels leisten numerische Simulationen dariiber hinaus grofe Dienste
bei der Verbesserung bestehender und der Erschaffung neuer klimaschonender
Technologien.

Eine wichtige Klasse mathematischer Modelle zur Berechnung der betrachteten
Vorgénge sind die Mehrkomponenten- oder Mehrphasenmodelle. Mit ihnen wird
das Verhalten mehrerer miteinander wechselwirkender Komponenten (auch Pha-
sen oder Spezies) nachgebildet.

Zur Demonstration der vielfiltigen Einsatzmoglichkeiten dieser Modelle folgt eine
kleine Auswahl aktueller wissenschaftlicher Arbeiten, bei denen sie verwendet
wurden:

e Speicherung von C'Oy im Boden [32].

Traglastanalyse gesittigter Boden [26].

Simulation von Murenabgéngen [50].

Wechselwirkung der Heliosphére mit kosmischer Strahlung [9].

Beschreibung des Deformationsverhaltens von Asphalt [2].
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Am Department fiir Mathematik der Friedrich-Alexander-Universitdt Erlangen-
Niirnberg werden vor allem zwei Mehrkomponentenmodelle angewandt:

1. Das reaktive Stofftransportmodell zur Simulation von Reaktionen zwischen
(chemischen und biologischen) Spezies und deren Transport [33,47].

2. Das Modell zur Simulation von préaferentiellem Flieflen in strukturierten
porosen Medien [46].

Beide Modelle fithren nach ihrer Diskretisierung mit einem impliziten Verfahren
auf ein nichtlineares Gleichungssystem, das mit dem Newton-Verfahren lineari-
siert wird. Die resultierenden linearen Gleichungssysteme kénnen dann mit einem
geeigneten linearen Loser berechnet werden.

Eine positive Eigenschaft des Newton-Verfahrens ist seine quadratische Konver-
genz. Allerdings erfordert es einen hohen Assemblierungsaufwand und auch das
Losen der linearen Gleichungssysteme kann viel Rechenzeit in Anspruch nehmen.
Ziel der vorliegenden Arbeit ist deshalb, diesen Aufwand durch Einsatz eines
modifizierten Newton-Verfahrens zu reduzieren.

Der neu zu entwickelnde Newton-Loser soll dabei fiir beliebige Mehrkomponen-
tenmodelle eingesetzt und mit moglichst wenigen und einfachen Parametern ge-
steuert werden konnen. Auf diese Weise soll sichergestellt werden, dass er auch
von Anwendern ohne fundierte mathematische Vorkenntnisse eingesetzt werden
kann.

Der angestrebte Rechenzeitgewinn soll durch Ausdiinnung der Jacobi-Matrix er-
zielt werden. Dabei sind gezielt | kleine* Eintrage auf Null zu setzen, die fiir die
Kopplung der durch die Spezies festgelegten Teilsysteme verantwortlich sind.
Die Kopplungsterme miissen nicht mehr assembliert werden. Auflerdem zerfillt
das lineare Gleichungssystem durch eine geschickte Ausdiinnung in voneinander
unabhéngige Teilsysteme. Diese konnen unter Umsténden mit einem geringeren
Aufwand gelost werden als das Gesamtsystem.

1.2 Aktueller Stand der Entwicklung

Als Testmodell wird der schon angesprochene reaktive Stofftransport verwendet.
Auf Arbeiten zu dessen Modellierung und Diskretisierung kann dabei zuriick-
gegriffen werden [33,47]. Dariiber hinaus existiert bereits eine Implementierung
dieses Modells in der Simulationssoftware M++ [63]. Der dort vorhandene New-
tonloser kann als Programmiergrundlage fiir das hier zu entwickelnde modifizierte
Verfahren dienen.

In [20] befindet sich eine sehr umfassende Auflistung modifizierter Newton-Ver-
fahren. Auch das in dieser Arbeit zu konstruierende Verfahren wird angesprochen.
Allerdings sind die Ausfiihrungen nicht sehr detailliert.
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Des weiteren existieren zahlreiche Artikel zu diesem Thema, die in der Regel re-
lativ einfache und wenig praxisrelevante Modellgleichungen verwenden und Aus-
sagen treffen, die nur fiir diese giiltig sind. Ein auf allgemeine (auch aufwéndige)
Mehrkomponentenmodelle anwendbares Verfahren ist nicht bekannt.

Im Artikel [51] und der Dissertation [47] wurde eine entsprechende Methode fiir
den reaktiven Mehrkomponentenstofftransport im eindimensionalen Fall vorge-
stellt. Die dort entwickelten Vorgehensweisen eignen sich im Eindimensionalen
sehr gut zur Beschleunigung des Newton-Verfahrens. Es wird ein direkter Listen-
16ser entwickelt, der dank der speziellen tridiagonalen Blockstruktur der Jacobi-
Matrix in 1D &duflerst effizient arbeitet.

In 2D ist das Band der Matrix wesentlich gréfler, so dass der Einsatz von direkten
Losern wegen des grofleren Rechenzeitaufwandes im Vergleich zu den iterativen
Verfahren kritisch zu sehen ist. Die Methoden aus [51] und [47] scheinen deshalb
im in dieser Arbeit betrachteten zweidimensionalen Fall weniger geeignet.
Dariiber hinaus muss in den zitierten Arbeiten die Aufteilung des gesamten li-
nearen Gleichungssystems in Teilsysteme manuell vorgegeben werden. Dies ist bei
manchen Beispielen gut moglich. Bei umfangreichen fiir die Anwendung relevan-
ten Simulationen ist jedoch ein automatisches Aufteilen wiinschenswert.

Das in dieser Arbeit vorgestellte modifizierte Newton-Verfahren soll deshalb auf
den rdumlich zweidimensionalen Fall abgestimmt sein und eine automatische Auf-
teilung des Gesamtsystems ohne a-priori-Wissen iiber das Modell ermdglichen.

1.3 Gliederung

Das folgende zweite Kapitel beinhaltet die Beschreibung der Modellgleichungen
mit den benétigten Koeffizientenfunktionen und Reaktionstermen und deren Dis-
kretisierung mit konformen Finiten Elementen. Fiir den rdumliche zweidimensio-
nalen Fall werden die benétigten Variationsformulierungen und das nichtlineare
Gleichungssystem hergeleitet, das anschliefend mit dem Newton-Verfahren linea-
risiert wird. Nach der Angabe des linearen Gleichungssystems und einer Diskus-
sion der Struktur der Jacobi-Matrix schliet dieses Kapitel mit der Definition
einiger wichtiger Kenngrofien zur Beurteilung des Problems und seiner Diskreti-
sierung.

Inhalt des dritten Kapitels ist die Entwicklung des modifizierten Newton-Ver-
fahrens. Hier wird zunéchst dargelegt, dass das lineare Gleichungssystem (né-
herungsweise) in mehrere unabhéngige Teilsysteme zerfallen kann, die getrennt
voneinander l6sbar sind. Anschliefend wird untersucht, wie grof§ der mogliche
Rechenzeitgewinn unter Verwendung direkter und iterativer Loser ist und wie
stark der Aufwand zur Assemblierung reduziert werden kann. Die hier gewonne-
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nen Erkenntnisse miinden in die Konstruktion des Newton-Losers NewtonBlock,
der ausfiihrlich vorgestellt wird.

Als néchster Schritt kann das Konvergenzverhalten des neuen Verfahrens unter-
sucht werden. Hier sind lineare und nichtlineare Probleme zu unterscheiden. Die
gewonnenen Konvergenzaussagen werden in beiden Féllen durch Testsimulatio-
nen verifiziert.

Als weitere Tests von NewtonBlock folgen schliellich zahlreiche Vergleichssimula-
tionen zu der bereits zitierten Arbeit [47]. Zusétzlich werden noch Berechnungen
mit unterschiedlichen zeitlichen und rdumlichen Schrittweiten durchgefiihrt. Auf
diese Weise soll das Potential des modifizierten Newton-Verfahrens erprobt wer-
den.

Als Konsequenz dieser Tests wird schliellich das Broyden-Verfahren eingefiihrt.
Mit seiner Hilfe kann der Rechenzeitgewinn in NewtonBlock unter Verwendung
direkter Loser noch vergroflert werden. Auch hier folgen Testsimulationen zur
Uberpriifung der Anwendbarkeit.

Im vierten Kapitel werden die bisher manuell vorgenommenen Festlegungen der
Zeitschrittweite und der Teilsysteme automatisiert. Ersteres geschieht mit einem
zeitadaptiven Verfahren, zweiteres mit einer geeigneten Entkopplungsstrategie,
wobei eine allgemein anwendbare Strategie und eine auf den linearen Fall be-
schrankte vorgestellt werden. Beide automatisierten Verfahren werden auch hier
ausgiebig getestet.

Das in dieser Arbeit entwickelte modifizierte Newton-Verfahren wird im fiinften
Kapitel an zwei praxisorientierten Simulationen erprobt. Dabei handelt es sich um
das EDTA-Problem, bei dem kein Flieen stattfindet und das Barriere-Problem
mit einem komplexen FlieBgeschehen. Die Performance des neuen Verfahrens wird
fiir beide Simulationen dokumentiert und bewertet.

Im Anhang A befinden sich einige Bemerkungen zur Implementierung in M++
und eine ausfiihrliche Erkldrung, wie NewtonBlock anzuwenden ist und welche
Einstellungen vorzunehmen sind. Das als direkter Loser eingesetzte SuperLU-
Verfahren wird vorgestellt und die Datenstrukturen von M++ erldutert. An-
schlieflend sind die wichtigsten neu implementierten Funktionen aufgelistet und
kommentiert.

Zum Abschluss dieser Arbeit erfolgt im Anhang eine kurze Zusammenfassung der
Ergebnisse in deutscher und englischer Sprache.



Kapitel 2

Modellgleichungen und
Diskretisierung

In diesem Kapitel werden die Modellgleichungen zur Berechnung des reaktiven
Mehrkomponentenstofftransports in porésen Medien kurz vorgestellt und mit der
Methode der konformen Finiten Elemente diskretisiert. Die resultierenden nichtli-
nearen Gleichungen werden mit dem Newton-Verfahren unter Angabe der Jacobi-
Matrix und der rechten Seite gelost. Das Kapitel schlieft mit einer Analyse der
Struktur der Jacobi-Matrix, einigen Hinweisen zur effizienten Losung des linearen
Gleichungssystems und der Angabe dreier wichtiger Kenngrofien.

2.1 Modellierung

Im ersten Abschnitt des Kapitels Modellgleichungen und Diskretisierung stellen
wir die Modellgleichungen auf. Wir verzichten auf eine ausfiihrliche Erkldrung
der physikalischen Grundlagen und verweisen auf die zitierte Literatur.

Die Modellgleichungen werden im Folgenden stets auf dem Zeit-Raum-Zylinder
J x Q mit dem Zeitintervall 7 := (0,7"), T'> 0 und dem offenen zusammenhén-
genden Gebiet Q C R? d € {1,2,3}, betrachtet. Den Rand von 2 bezeichnen
wir mit 02, seine Normale mit n.

2.1.1 Die Modellgleichungen

Durch die Modellgleichungen soll der reaktive Mehrkomponententransport in
einem pordsen Medium mit variablem Wassergehalt, Diffusion/Dispersion und
Konvektion fiir Ng Spezies und Nr Reaktionen nachgebildet werden. Wir ver-
wenden die z.B. in [22] hergeleitete Formulierung
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Ngr
8t (@Cz) -V- (DZVCZ — qCZ) = Z Vij@Rj (Cl, ey CNS) (21)
j=1

fiir die Spezies i € {1,...,Ng). © = ©(x,t} € R bezeichnet den Wassergehalt
des Mediums, ¢; = ¢; (x,t) € R die Konzentration, D; = D; (x,t) € R%*¢ einen
Diffusions/Dispersions-Tensor, q = q(x,t) € R? den (Wasser-)Fluss und R; =
R;(c1,...,¢cng) € R einen Reaktionsterm. Die Einheiten der einzelnen Groen
sind Tabelle 2Tl zu entnehmen.

Tabelle 2.1: Verwendete Grofien und deren Einheiten

Grofle | Bezeichnung Einheit
c Konzentration Masse/Linge”
) Wassergehalt -
D | Diffusions/Dispersions-Tensor Linge? /Zeit
q (Wasser-)Fluss Lénge/Zeit
R | Reaktionsterm Masse/ (Linge? - Zeit)

Anfangs- und Randwerte

Die Losung der partiellen Differentialgleichungen (1) erfordert die Vorgabe ge-
eigneter Anfangs- und Randwerte:

Die Anfangswerte der Stoffkonzentration ¢; sind gegeben durch

A0 — R,

X — ) (x).

Der Rand 02 zerfalle in die disjunkten Teile 0Q¢; und 0y ;. Auf ¢, werden
Dirichlet-Randwerte gegeben durch

Jei:00ci x T — R,
(Xa t) — fC,i (Xa t) )

und auf 0€2y homogene Neumann-Randwerte.Die jeweiligen Randwerte lauten

¢ = foi auf J x 0Qc¢,,
DZ‘VCZ"II =0 auf jX@QNﬂ'.
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2.1.2 Die Koeffizientenfunktionen

Neben den Anfangs- und Randwerten sind zur Losung der Modellgleichungen
&) die Koeffizienten ©, q und D vorzugeben:

Die Koeffizienten © und q

Bei der Simulation realistischer Transportprozesse werden der Wassergehalt ©
und der Wasserfluss q hiaufig mit einer Richards-Gleichung

20 (V) +V-q=0,
q=-V- K@)V (Y+2z),

berechnet, die das Flielen von Wasser in einem porésen Medium beschreibt. © (v)
und K (1) sind hier gegebene Koeffizientenfunktionen, z die Hohe der Wassersiule
iiber einem vordefinierten Nullniveau und v der gesuchte Wasserdruck.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass © und q explizit gegeben sind und
verweisen fiir Einzelheiten zur Modellierung des (préferenziellen) FlieBens mit
der Richards-Gleichung auf die Arbeiten [5,22,46,48, 57].

(2.2)

Der Diffusions-Dispersions-Koeffizient D

Im Eindimensionalen ist der Diffusions-Dispersions-Koeffizient definiert als
Di = ozlq+dp7i@ (23)

mit der Dispersionslinge o; [Linge] und der Diffusion dp [Lénge®/Zeit).
Im Mehrdimensionalen existieren verschiedene Matrixdarstellungen wie z.B. der
von Scheidegger [55] vorgeschlagene Tensor

qQ®q
2
mit den Diffusionskoeffizienten Dg;rs;, den longitudinalen und transversalen Di-
spersionskoeffizienten (3, [Linge] und 3; [Lénge] und der Einheitsmatrix I. Er ist
wie die meisten gebrduchlichen Darstellungen symmetrisch und positiv definit, so
dass diese beiden Eigenschaften im Folgenden vorausgesetzt werden.

2.1.3 Die Reaktionsterme

Reaktionen zwischen Spezies werden durch die Np Reaktionsterme R;, j =
1,..., Ng, beschrieben.

Wir betrachten Reaktionen Ng  mobiler und Ng, , immobiler Spezies, zu de-
nen auch mikrobielle Spezies zéhlen, mit Ng , + Ng, . = Ng. Die Konzentra-
tionswerte immobiler Spezies werden zur besseren Unterscheidung kiinftig mit ¢;
gekennzeichnet und wir verwenden die Notation

C = (Cl,...,CNSmob> s C = (éNSmobJrl?"'?ENS) .
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Dabei wird gefordert, dass die Indizes wie oben angegeben nach mobilen und
immobilen Spezies sortiert sind.

Mobile Spezies werden transportiert und es gilt die Erhaltungsgleichung

Ngr
815 (C"‘)CZ) -V- (DZVCZ - qzcz) = Z Vij@Rj (C, E) (25)
j=1
fir die Spezies . Die stochiometrischen Faktoren v;; [—] der i—ten Spezies in der

j—ten Reaktion sind gegebene Konstanten. Sie werden z.B. in [47] ausfiihrlich
beschrieben.
Anders als die mobilen werden immobile Spezies nicht transportiert, sondern
lediglich transformiert. Fiir sie gilt die Erhaltungsgleichung

Ng,

pede = ©) wiRi;(c,T) (2.6)

j=1
mit der Masse Boden pro Gesamtvolumen (Bulk Density) pp [Masse/Volumen].
Wegen ihrer Immobilitdt miissen fiir sie keine Randwerte angegeben werden.
In der vorliegenden Arbeit werden drei Reaktionstypen verwendet:
Der Abbau 0. und 1. Ordnung der i—ten Spezies ist

Ry = —kjci) — Cj (2.7)
wobei k; die Abbaurate 1. Ordnung bezeichnet und C; eine Konstante.
Die stéchiometrische kinetische Reaktion [6] ist definiert als

Ry =k T[] &™ -® ][] <~ (2.8)

{k:|ij<0} {k:|ij>0}
und beschreibt eine chemische Reaktion nach dem Massenwirkungsgesetz.
Bei der Biodegradations-Reaktion (Monod-Reaktion) [56,62]

Ck KI
Ry = —pimacx, [] _ G [ —2— @9
’ Hmar X (KMk + Ck) 1, + ¢k (29)

kel;jc{1,..,Ns} keJ;jc{1,..,Ns}
wirkt eine mikrobielle Spezies cy, als Katalysator einer Abbaureaktion, bei der
die Spezies I; C {1,..., Ng} verbraucht werden, wihrend andere Spezies J; C
{1,...,Ng} \ I; die Reaktion hemmen. Bei diesem Reaktionsterm sind die Pa-
rameter fiyq. [1/Zeit] (max. spezifische Wachstumsrate) und K; [Masse/Linge?]
(haldane Inhibitionskonzentration) vorzugeben.

Zugunsten einer einfacheren Darstellung wurde hier auf die Kennzeichnung der
immobilen Spezies verzichtet.

Eine ausfiihrliche Modellierung, Simulation und Analyse des Stofftransports und
-abbaus erfolgt in der Dissertation [47] und der Diplomarbeit [33].
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2.2 Diskretisierung

Ausgangspunkt fiir die Diskretisierung sind die Erhaltungsgleichungen (2) der
mobilen und (Z8) der immobilen Spezies, wobei die erste Gleichung eine par-
tielle Differentialgleichung in ¢ und x darstellt und die zweite eine gewohnliche
Differentialgleichung in ¢.

Wir verwenden im Folgenden ausschlieflich Sprechweisen des rédumlich zweidi-
mensionalen Modells. Die Uberlegungen gelten jedoch auch im Ein- und Dreidi-
mensionalen ganz entsprechend.

2.2.1 Variationsformulierung

Wir erstellen zunéchst die Variationsformulierungen fiir (220) und diskretisieren
anschlieBend (0] unter Verwendung der z.B. in [10, 37] vorgestellten Methode
der konformen Finiten Elemente.

Kontinuierliche Variationsformulierung

Nach Multiplikation von (ZH) mit geeigneten Testfunktionen und Integration
iiber €2 folgt mit

(a,b) = /ab dx,

0
{a,by = /ab do,
o0

und dem kontinuierlichen Ansatzraum
Hip(Q) = {ve HY Q) |y (v) =0 auf 9Qp}

die kontinuierliche Variationsformulierung
Ngr

(6,5 (@CZ) ,U) + (DZ’VCZ', VU) + (V . (qcz) ,’U) = (Z Vij@Rja U) + <DZVCZ - n, ’U)
j=1

fiir alle v € V mit dem Ansatzraum V := Hg ;, (Q).

Wir betrachten zunéchst nur homogene Dirichlet-Randwerte, so dass der Rand-
term auf der rechten Seite wegen v = 0 auf 0€2p wegfallt.

Die Ableitung 0,0 des Wassergehaltes kann mit Hilfe der Massenerhaltung fiir
Wasser

aus der Variationsformulierung eliminiert werden.
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Volldiskrete Variationsformulierung

Zur Erstellung der rdumlichen Diskretisierung sei 7 eine konforme Triangulierung
des Gebietes 2 mit Dreiecken T" und K die Menge der Knoten. K zerfalle in die
Teilmengen der inneren Knoten K; und der Knoten auf den einzelnen Randteilen
’CD und ICN s d.h.

K = KiUKpUKy.
Die Knoten a; seien so nummeriert, dass a; € Ky U Ky fiir i € {1,..., M;} und
a; € Kp fir i € {M1+1,,M}

Die zeitliche Diskretisierung erfolgt durch Aufteilung des Zeitintervalls 7 in N
Teilintervalle _ _
Jio= [t ¢], i=1,...,N mit
0=t"<tt<... <tV =T, A" = — L

Mit diesen Unterteilungen und dem z.B. in [37] beschriebenen impliziten Euler-
verfahren folgt die volldiskrete Variationsformulierung:

Finde ¢}, € Vi, i € {1,..., Ng,,,,}, die fiir alle v, € V}, und fiir alle Zeitpunkte
t", n € {0,..., N}, Losung sind von

(@c’gh, vh) + A" (DVCZ,L, Vvh)
Ngr

+ AL (q- Ve, o) = A v (OR], ) + (O, on) -

j=1

Die Erhaltungsgleichung der immobilen Spezies

Auch ([Z6) wird mit dem impliziten Eulerverfahren gelost. Wir ersetzen die Zeit-
ableitung durch einen vorwértsgenommenen Differenzenquotienten und erhalten

Ngr

pBEZh = A" Z Vij@Rj (CZ, EZ)

j=1

fﬁr’ie{Ns +1,...,N5}.

mob

2.2.2 Aufstellen des Gleichungssystems

Wir definieren nun die Ansatzfunktionen fiir die diskreten Ansatzraume und stel-
len mit deren Hilfe das zu losende Gleichungssystem auf.

Einbringen der Basisfunktionen

Fiir die Basisfunktionen ;. des endlichdimensionalen Ansatzraumes V}, gelte ¢, €
Py (T) und

ei(a;) = .
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Die exakte Definition der Basisfunktionen kann der zitierten Literatur entnommen
werden.

Mit Hilfe der ¢; konnen die gesuchten Konzentrationswerte dargestellt werden
als

M
(%) = ) el (x).
k=1

Gesucht sind also die Koeflizienten dieser Basisdarstellung ¢y, ¢ =1,..., Ng
fiir die folgende Gleichungen gelten:

mob)

M
D e = ) (Opr, ;) + At"c}y (D Vpr, Vipy) + A"}y (q - Vipr, ¢;)
k=1

ci;— fpila;) = 0 fir j =M, +1,..., M. (2.11)

Die gewohnliche Differentialgleichung (26]) soll punktweise in jedem Knoten er-
fiillt sein und es kommen die Gleichungen

pp (¢, — 7" —At"R; = 0 firi=1,...,Ns, ., j=1,...,M, (2.12)

hinzu.

Das Newton-Verfahren

Das Gleichungssystem bestehend aus (2I0), (Z11) und ZI2) ist ein Nullstellen-
problem in der Form
Gx) =0

mit einer nichtlinearen vektorwertigen Funktion G, das mit dem Newton-Ver-
fahren [20,54] gelost werden kann. Dieses Verfahren konvergiert quadratisch und
erfordert die Schritte

1. Lose das lineare Gleichungssystem

J® .= DG (x(k))é(k) = —G (xW). (2.13)

2. Setze x*ktD) = x(k) 4 §k)

Diese werden wiederholt, bis ein vorgegebenes Abbruchkriterium erfiillt ist.
Wir verwenden stets das absolute Kriterium

HG(X(”““))H2 < €aps- (2.14)
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Alternativ hierzu ist auch das relative Kriterium
|G "), < eallG =),
gebrauchlich.

Die bendtigte Jacobi-Matrix Ji besteht aus den Blocken
S )
DG), = Ik )
e = (% U
mit 5,k € {1,..., M}, (DG);, € R™, Jjl ; € R¥mo Moo JI2) € RNSmo

Tina € R SimatMoman und ‘]]213 i € RNSzmob NSimob .

Fiir innere Knoten und Knoten auf dem Neumann-Rand gilt

e
Bha = 6| a3 (one) + (DV6 T6) + (@ Tiwi)]

OR; , _
(75 (c,€) vr, 95 |,

oR;

ij i — (aél (C,C) SOIWSO]) ;
oR; ,  _

szli,il = - jk‘a—cl (C,C),

PB OR; _
ijzl = 5j/€ (521@ - 851 (C,C)),

7NS-

(2.15)

imob s

mit j € {1,..., My}, k€ {1,..., M} und fiir Knoten auf dem Dirichlet-Rand

J]ku = 5jk5il>
‘]jll?,il - 07

oR; ,  _
Ja = o (€.9),

mit j € {M;+1,...,M} und k € {1,..., M}. Die Indizes i und [ durchlaufen

alle Elemente der Teilmatrizen aus (Z13).

2.2.3 Struktur der Jacobi-Matrix

Gegeben sei der in Abbildung 211 dargestellte Ausschnitt der Triangulierung mit

vier Elementen, acht Kanten und fiinf Knoten.
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Ks Ky
T3
Ty %) T>
T
Ko K3

Abbildung 2.1: Ausschnitt der Triangulierung mit vier Dreiecken.

Ki Ky K3 Ky K;

K | O O O O

. Kyl O ®R O o O

J = K:| O O ® 0O o
K,|] 0 o O ® 0O

K5 O O (¢] O .

Abbildung 2.2: Ausschnitt aus der Struktur der Jacobi-Matrix J in knotenorien-
tierter Darstellung mit vollbesetzten Blockmatrizen M, Diagonalmatrizen O und
Nullmatrizen o.

Die geméfi Abschnitt gebildete elementweise organisierte Jacobi-Matrix J
hat die in Abbildung angegebene Struktur.

Sie ist diinn besetzt und besteht aus im Allgemeinen vollbesetzten Blockmatrizen
Jrk € RNs:Ns (M), Diagonalblocken Ji € RVs:Ns (O) mit K # K’ und Null-
matrizen (o). Pro Zeile und Spalte existiert genau ein vollbesetzter Block auf der
Hauptdiagonalen und soviele Diagonalblocke wie der Knoten K Nachbarknoten
besitzt.

Die Anzahl der Nichtnullelemente ~ lédsst sich mit Hilfe der Graphentheorie ab-
schitzen. Dazu interpretieren wir das durch die Triangulierung entstehende raum-
liche Gitter M (Mesh) als Graphen und benutzen

Definition 2.1 (Grad bzw. Valenz eines Knotens). Der Grad (auch Valenz)
dg (K) eines Knotens bezeichnet die Anzahl der Nachbarknoten von K im Gra-
phen G und dg** den maximalen Grad eines Knotens von G:

dg™ = dg (K).
A
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Fiir die Jacobi-Matrix J ist

v = Y (Ni+Nsdy(K)) = Ng (MNS+ > dm <K>>

KeM KeM
< MNg (Ng + &) .

In der verwendeten Simulationssoftware M++ werden auch die Diagonalblécke
auBerhalb der Hauptdiagonalen (O) als volle Blécke mit N2 Eintréigen gespeichert
(siehe [A.3). Die Anzahl der Nichtnullelemente erhoht sich auf

N2 <M+ > du (K))

KeM

v = 3 N1+ du(K)) =

KeM
< MNZ(1+dyE).

(2.16)

Um eine Vergleichbarkeit der theoretischen Ausfithrungen mit den Simulations-
ergebnissen zu gewihrleisten werden wir ab jetzt stets den etwas hoheren Wert
aus (210) verwenden.

Bemerkung 2.2. Bei einer Friedrichs-Keller-Triangulierung auf Rechtecksgebie-
ten gilt fiir alle Knoten K

2 < du(K) < 6.
S1 So
K, Ky K; K, Ks| K Ky Ks Ky K
K.|TR T T T T | R
Ky | T TR T T R
S, Ks| T T TR T R
;o K, | T T TR T R
Ks| T T T TR R
K| R TR T T T T
Koy R T TR T T
Sy K R T T TR T
K, R T T TR T
K R| T T T TR

Abbildung 2.3: Ausschnitt aus der Struktur der Jacobi-Matrix J in speziesori-
entierter Darstellung. T' kennzeichnet Anteile aus Transport-, R aus Reaktions-
und T'R aus Transport- und Reaktionstermen.

Durch Umordnen von Zeilen und Spalten kann J speziesorientiert dargestellt
werden. Abbildung zeigt eine Skizze dieser Matrix fiir zwei Spezies A und B



2.2. DISKRETISIERUNG 15

mit der Triangulierung aus Abbildung P11 wobei T' Eintriage aus Transport- und
R Eintréage aus Reaktionstermen symbolisieren.

Falls die Reaktionsterme aus den Nebendiagonalblocken verschwinden, zerfillt
das lineare Gleichungssystem in zwei Teilsysteme, die in der Summe unter Um-
stdnden leichter 16sbar sind als das Gesamtsystem. Diese Tatsache soll im fol-
genden Kapitel genutzt werden, um das Gleichungssystem moglichst effizient zu
16sen.

2.2.4 Kenngrofien

Nach der Durchfithrung der Diskretisierung und der Analyse der Struktur der
Jacobi-Matrix definieren wir noch einige wichtige Kenngroflen:

Definition 2.3 (Damkdhler-Zahl). Die dimensionslose Damkohler-Zahl Da ist

definiert als

kL
lall2

mit der Ratenkonstanten k [1/Zeit] und der charakteristischen Léinge des Gebiets

L [Linge].

Da kennzeichnet das Verhéltnis der Ratenkonstanten k (Geschwindigkeit der Re-

aktion) zum Betrag des konvektiven Flusses ||q|l2 (Geschwindigkeit des Stoft-

transports).

Da : (2.17)

Definition 2.4 (Péclet-Zahl). Die Péclet-Zahl Pe ist definiert als
lall .0

e == diam (§2) , (2.18)
D] 0
die Zell-Péclet-Zahl Per als
Pep = ltlloc.r diam (T) . (2.19)
1Dl o,z

Sowohl Pe als auch Per sind dimensionslos.

Die (Zell-)Péclet-Zahl dient im folgenden als Indikator fiir die Konvektionsdomi-
nanz der berechneten Beispiele. Fiir Pe > 1 spricht man von konvektionsdomi-
nierten Problemen.

Definition 2.5 (Courant-Zahl). Die dimensionslose Courant-Zahl Cr ist defi-
niert als

At

Cr = g 5 (2.20)

C'r zeigt an, ob ein Problem auch mit einem expliziten Verfahren gelést werden
konnte. Im Fall C'r > 1 sind implizite Verfahren anzuwenden.






Kapitel 3

Das modifizierte
Newton-Verfahren

Inhalt des Kapitels ist die Entwicklung des modifizierten Newton-Verfahrens. Da-
bei soll ausgenutzt werden, dass die Jacobi-Matrix aus Abschnitt unter Um-
stdnden so ausgediinnt werden kann, dass das lineare Gleichungssystem (213)) in
mehrere voneinander unabhéngige Teilsysteme zerféllt und dabei die Konvergenz
des Verfahrens nicht zu sehr verschlechtert wird.

Im ersten Abschnitt werden die benotigten Teilsysteme definiert. Es folgt ein
Vergleich iterativer und direkter Verfahren mit dem Ziel, das jeweilige Einspar-
potential einzuschéitzen. Auch der mogliche Gewinn durch Nichtassemblieren der
wegfallenden Eintrédge in J wird beurteilt. Der Abschnitt schlieft mit einer Dis-
kussion des neu entwickelten modifizierten Newtonlosers NewtonBlock, in den die
oben gewonnenen Erkenntnisse eingehen.

Das Konvergenzverhalten wird im folgenden Abschnitt analysiert. Hier sind linea-
re und nichtlineare Modelle getrennt zu betrachten. Die gewonnenen Aussagen
werden an kleinen Testbeispielen verifiziert.

Der dritte Abschnitt dieses Kapitels beinhaltet Vergleichssimulationen zur be-
reits zitierten Dissertation [47]. Mit ihrer Hilfe soll auch die Anwendbarkeit des
modifizierten Newton-Verfahrens auf unterschiedliche Probleme untersucht und
die zu erwartende Ersparnis abgeschétzt werden.

Im letzten Abschnitt wird zunéchst die prinzipielle Funktionsweise eines weiteren
modifizierten Newton-Verfahrens, des so genannten Broyden-Verfahrens, vorge-
stellt. Mit dessen Hilfe soll die Rechenzeit fiir das Losen des linearen Gleichungssy-
stems mit direkten Verfahren deutlich reduziert werden. Auch hier erfolgen einige
Testsimulationen zur Demonstration der Wirkungsweise des Verfahrens. Es soll
auch eingeschétzt werden, ob das Broyden-Verfahren zur Losung der vorliegenden
Modellgleichungen sinnvoll eingesetzt werden kann.
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3.1 Entkopplung im linearen Ls&ser

Die Losung des in Kapitel @] aufgestellten Problems mit dem Newton-Verfahren
fithrt auf ein lineares Gleichungssystem der Form

Ax = b, (3.1)

wobei A € R™™ die globale Jacobi-Matrix J, b € R" die rechte Seite —G und
x € R" den Korrekturvektor 8*) aus Abschnitt bezeichnet.

Die Matrix A habe die in angegebene Struktur mit maximal v Nichtnullein-
tragen.

3.1.1 Entkoppelte lineare Gleichungssysteme

Es wurde bereits in beschrieben, dass die Jacobi-Matrix J diinnbesetzt ist
und aus Blocken von im Allgemeinen vollbesetzten Matrizen (M in Abbildung EZ2)
und Diagonalmatrizen (O) besteht, wobei die Nebendiagonalelemente der vollbe-
setzten Matrizen die Kopplung zwischen den einzelnen Spezies durch Reaktionen
realisieren.

Es ist moglich, dass im Laufe der Simulation einzelne Reaktionen in einem Zeit-
intervall J’' C J nicht stattfinden bzw. vernachlissigbar sind, so dass die ent-
sprechenden Nebendiagonalelemente in den vollbesetzten Matrixblocken (néhe-
rungsweise) verschwinden. Durch diese Ausdiinnung der Jacobi-Matrix zerféllt
das lineare Gleichungssystem unter Umsténden in mehrere voneinander unab-
héngige Teilsysteme, die getrennt voneinander gelost werden konnen.

Notation 3.1 (Teilsysteme). Das lineare Gleichungssystem Ax = b zerfalle in
Nrp Teilsysteme

mit ¢ € {1, Cey NT}, A; e Rm™ x; b, € R™ und
Nr
Z'I’LZ’ = Nn.
i=1

In der Arbeit [47] wird die Losung entkoppelter linearer Gleichungssysteme fiir ein
reaktives Mehrkomponentenmodell im Eindimensionalen untersucht. Als linearer
Loser fiir die einzelnen Teilsysteme dient ein Gauflalgorithmus mit Pivotsuche,
der die Tridiagonalstruktur der Systemmatrix ausniitzt. Es wird nachgewiesen,
dass die Nt Teilsysteme in der Summe mit weniger Rechenaufwand gel6st werden
konnen als das Gesamtsystem.

Im Zwei- und Dreidimensionalen ist die Anzahl der Knoten, die zur Simulation
realistischer Mehrkomponentenmodelle benotigt wird, in der Regel jedoch deut-
lich hoher als im Eindimensionalen. Dariiber hinaus hat die Jacobi-Matrix keine
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tridiagonale Struktur, so dass ihr Band wesentlich grofer ist. Die hier entstehen-
den linearen Gleichungssysteme lassen sich deshalb oft mit iterativen Verfahren
wie dem CG-Verfahren wesentlich effizienter berechnen als mit direkten.

3.1.2 Gewinn im linearen Loser

Im Folgenden soll untersucht werden, welches der beiden erwédhnten Verfahren
(iterativ und direkt) zur Losung entkoppelter linearer Gleichungssysteme besser
geeignet ist. Wir verzichten dabei auf eine ausfiihrliche Darstellung der Verfahren
und verweisen auf die zitierte Literatur.

Die iterativen Verfahren [29, 54]

Exemplarisch fiir die Klasse der iterativen Verfahren betrachten wir das CG-
Verfahren. Die Ergebnisse sind repréasentativ fiir alle iterativen Verfahren.

Es gibt zwei Moglichkeiten, die bei dieser Verfahrensklasse zu einer Verringerung
des Rechenaufwandes fiithren koénnen:

1. Die Teilmatrizen beinhalten in der Summe weniger Nichtnullelemente als
A, d.h.

Nt
Z% < v fiir Np > 2.

i=1
Es fallen gerade die Eintréige in A weg, die fiir die Kopplung der Teilsysteme
verantwortlich sind.

2. Die Anzahl der zur Losung von (B2) bendtigten Iterationsschritte ist even-
tuell kleiner als fiir das Gesamtsystem (B1).

3. Parallelisierungsgewinn: Die Teilsysteme konnen bei Einsatz eines Paral-
lelrechners gleichzeitig gelost werden. Dieser Ansatz wird hier nicht weiter
verfolgt.

Betrachten wir zunéchst die erste Moglichkeit: Der Rechenaufwand des in [54]
vorgestellten CG-Verfahrens ist pro Iterationsschritt

ZCG = (’}/—'—5)77,

und es ist fir Np > 2

Nt Nt

ZZCG,i = Z(%+5)nz‘ < Zca,

i=1 i=1
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da fiir die Nichtnullelemente mit ) Ng, < N3 gilt:

v = iNg <M+ Z dM(K)> < N2 <M+ Z dM(K)> = 7.

KeM KeM

Beispiel 3.2. Teilt man ein System mit zwolf Spezies in vier Teilsysteme mit je
drei Spezies auf, ergibt sich eine potentielle Verringerung des Rechenaufwandes
pro Iterationsschritt um 75 %.

Zur Untersuchung der zweiten Moglichkeit von oben (Reduzierung der Iterations-
schritte) bendtigen wir

Definition 3.3 (Konditionszahl und spektrale Konditionszahl). Die Zahl
K (A) = [lA AT

heifst Konditionszahl von A. Falls A symmetrisch ist und daher nur reelle Eigen-
werte besitzt, bezeichnet

)\max
k(A) =
die spektrale Konditionszahl von A. Dabei sind A,ap und Ay, der grofite und
kleinste Eigenwert von A. Bei nichtsymmetrischen Matrizen sind die Figenwerte

Amin UNA Az durch die Singuldrwerte o, und Opmae 2u ersetzen:
Kk(A) = Tmaz
Omin
Mit Hilfe dieser Kenngrofie wird in [37, Satz 5.16] die folgende Abschitzung be-

wiesen:

Satz 3.4. Sei k die spektrale Konditionszahl von A und es gelte k > 1, dann:

VE—1\*
< xl, < 2 (YD) KO =l

Eine Einsparung von Iterationsschritten ergibt sich nur, falls zur Losung der Teil-
systeme insgesamt weniger Iterationsschritte notig sind als fiir das grofie Glei-
chungssystem. Uber den Zusammenhang der jeweils bendtigten Schritte gibt der
folgende Satz Auskunft:

Satz 3.5. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem Ax =b, A € R™", x,b €
R™ mit der Matriz
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die in Np unabhdingige Teilmatrizen zerfdllt. A besitze nur reelle Figenwerte und
es gelte k (A) > 1, Kk (A;) > 1 Vi.

Sei A die Menge der FEigenwerte von A, \; die Menge der Eigenwerte von A;.
Dann st

Np
A=A (3.3)
i=1
Beweis. Wir betrachten zunéichst den Fall Ny = 2 mit den Matrizen

Al = (Al I ), I; € R"™" Einheitsmatrix,
1

Ay = (IQ A, ), I, € R Einheitsmatrix.

Es ist A = A Ay und det A; = det A, (rekursive Entwicklung der auftretenden
Determinanten mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz jeweils nach der letzten
Zeile fiir Ay bzw. der ersten Zeile fiir As) und aus der linearen Algebra folgt

det A = (det /Nll) (det Ag) = (det Ay) (det Ay) .
Die Matrix A — AI hat die gleiche Struktur wie A, so dass mit

die Behauptung folgt.
Eine Erweiterung auf den Fall Ny > 2 ist leicht moglich. U

Folgerung 3.6. Eine Reduzierung der Iterationsschritte durch Entkopplung des
linearen Gleichungssystems ist nur zu erzielen, falls eine der beiden Bedingungen
erfiillt ist:

1. Sei A die originale Matrix und A4 die ausgediinnte Matrix, die aus A durch
Streichen kleiner Eintrdge wie oben beschrieben entsteht. Das ausgediinnte
Gleichungssystem bendétigt zur Losung weniger Schritte, falls

I{(Ad) < I{(A) .

2. Seien A; die Teilmatrizen, in die A, zerfillt. Das i—te Teilsystem benotigt
weniger Schritte, falls

KJ(AZ) < /{(Ad), iE{l,...,NT}.

Die erste Bedingung wiirde einen Vorteil aus der Ausdiinnung von A ziehen, die
zweite aus der Aufteilung von Ay in kleinere Teilsysteme A;.
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Ob eine der beiden Bedingungen allgemein erfiillt ist, soll anhand des folgen-
den akademischen Beispiels iiberpriift werden. Es ist an eine Simulation aus [51]
angelehnt und wird in &hnlicher Weise auch in der Dissertation [47] verwendet.
Die Berechnungen wurden mit der zweidimensionalen Simulationssoftware M++
durchgefiihrt.

Beispiel 3.7. Gegeben sei ein Modell mit 12 mobilen Spezies A, ..., L auf dem
Gebiet Q := (0;1 m) x (0;1/2 m). Die Anfangswerte von E und K sind co g =
100 mg/l, fiir alle anderen Spezies gelten homogene Anfangswerte. A, B, G und
H haben am linken Rand die Dirichlet-Randwerte ¢; apen = 1 mg/l, auf allen
anderen Randteilen gelten homogene Neumann-Randwerte. Der Diffusionskoeffi-
zient ist fiir alle Spezies D := 1-10~* m?/s, der konvektive Fluss q := (1/10;0)".

Die Péclet-Zahl lautet fiir die gewahlten Parameter

Pe = 1000.
Es finden sechs Reaktionen statt:
R: A+B «— C(, R,: G+H +«— 1,
R : C «— D+1, Rs: I «— J,
Rs: D+ FE +«—— F, R¢: J+K +«—— L.

Die Spezies A, B, G und H flielen von links in das Gebiet und verlassen es am
rechten Rand wieder. Dazwischen reagieren sie wie oben beschrieben.

In der zitierten Literatur entsteht dieses System, indem die Spezies A, ..., F' und
die Reaktionen Ry, Ry, R3 in die Spezies G, ..., L und die Reaktionen Ry, Rs, Rg
kopiert werden. Die Symmetrie zwischen den beiden Teilsystemen wird einzig
durch Ry durchbrochen. Diese Reaktion sorgt fiir die Verbindung zwischen den
beiden Halften.

Die Speziesgruppen (ABC), (DEF), (GHI) und (JKL) werden nur durch die
Reaktionen R, und Ry gekoppelt. Falls diese nicht stattfinden, zerfdllt das zu
l16sende lineare Gleichungssystem in vier Blocke. Fillt nur Ry weg, entstehen die
unabhéngigen Teilsysteme (ABC), (DEF) und (G...L) und ohne R5 (A...I)
und (JKL).

In den folgenden Testsimulationen werden 10 Zeitschritte mit At = 1 s berech-
net. Das verwendete Gitter besitzt sofern nicht anders angegeben 297 Knoten,
was einer rdumlichen Schrittweite von h = 1/32 m entspricht. Das zu l6sende
Gleichungssystem hat somit 3564 Unbekannte und es ist

Q

Per 31,
Cr =~ 3,2.
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Das gesamte lineare Gleichungssystem wird jeweils in vier Teilsysteme mit den
Spezies (ABC), (DEF), (GHI) und (JKL) aufgeteilt. Die Damkohler-Zahlen
lauten fir die sechs Reaktionen («, 1, «, v, 1, ) mit a € R, o > 0. Die Variation
der Da erfolgt durch Anderung der Ratenparameter k. Der Fluss q wird konstant
gehalten. Als linearer Loser dient BiC'G Stab, als Vorkonditionierer ein Schritt mit
dem symmetrischen Gauf3-Seidel-Verfahren.

Tabelle 3.1: Konditionszahlen der einzelnen Matrizen fiir die Damkohlerzahlen
(o, 1,,, 1, @) und mittlere Anzahl der Iterationsschritte pro Newtonschritt
von BiCGStab (IT'/NS) ohne und mit Vorkonditionierer (symmetrisches Gauf-
Seidel-Verfahren) zur Losung des vollen Problems.

| a | 1 10 100 1000 10000 100000 ]

K (A) 8,8-102 1,0-10° 4,1-10% 3,3-10* 3,8.10° 3,1-10°
K (Ag) 4,6-102 6,7-10%2 4,1-10% 3,3-10* 3,8-10° 3,1-10°
Kk (A1) 3,5-102 1,7-102 7,2-10% 7,1-10®% 7,1-10% 7,1-10%
K (A) 4,6-10> 6,7-10%2 4,1-10% 3,3-10* 3,8-10° 3,1-10°
K (A3) 3,4-102 1,7-102 7,3-10* 7,2-102 7,2-10° 7,2-10%
Kk (Ag) 4,6-102 6,7-10%2 4,1-10% 3,3-10* 3,8-10° 3,1-10°

IT/NS ohne Vorkond. 4,0 4,3 10,8 55,3 108, 7 223, 2

IT/N S mit Vorkond. 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0 3,0

Tabelle Bl zeigt die Abhéngigkeit der Konditionszahlen der einzelnen (Teil-)
Matrizen von den Damkohlerzahlen («, 1, a, a, 1, a) sowie die durchschnittliche
Anzahl der Iterationsschritte des linearen Losers BiC'GStab pro Newtonschritt
(IT/NS) ohne und mit Vorkonditionierer.

Es wird deutlich, dass die erste Bedingung aus Folgerung nicht erfiillt ist.
Die Konditionszahlen der ausgediinnten Matrizen sind fiir alle betrachteten o
(annéhernd) so grof§ wie die der urspriinglichen Matrix A. Die zweite Bedingung
ist zumindest fiir grofie « erfiillt. s (A;) und & (As) sind jeweils um ca. zwei
GroBenordnungen kleiner als k (A), so dass diese beiden Teilsysteme nach Satz
B4 mit weniger Iterationsschritten gelost werden konnen. Fiir das zweite und
vierte Teilsystem ist allerdings keine Reduzierung der Schrittzahl zu erwarten.

Die Anzahl der Iterationsschritte pro Newtonschritt steigt ohne Vorkonditionierer
mit zunehmendem « deutlich an, mit Vorkonditionierer bleibt sie konstant. Fiir
grofles « entstehen zu den relativ langsamen Reaktionen mit Da = 1 sehr schnelle
mit Da = 100000. Die unterschiedlichen Zeitskalen, auf denen diese Reaktionen
stattfinden, sind fiir die hohen Konditionszahlen verantwortlich. Der Vorkondi-
tionierer gleicht diese Unterschiede offensichtlich aus und hélt die Anzahl der
Iterationsschritte konstant.

Mittels Tabelle soll die Abhéngigkeit der Konditionszahlen und der Iterati-
onsschritte von der rdumlichen Schrittweite h untersucht werden. Die Zell-Péclet-
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Tabelle 3.2: Konditionszahlen der einzelnen Matrizen fiir die Damkodhlerzahlen
(1000, 1, 1000, 1000, 1, 1000) und mittlere Anzahl der Iterationsschritte pro New-
tonschritt von BiCGStab (IT/NS) ohne und mit Vorkonditionierer (symmetri-
sches GaufB-Seidel-Verfahren) bei variierender rdumlicher Schrittweite h.

| h | 1/4m 1/8m  1/16m  1/32m  1/64m 1/128 m |

Kk (A) 3,0-102 3,4-10* 5,2-10* 3,3-10* 1,1-10° 1,1-10°
K (Ag) 3,0-10° 2,5-10* 3,8-10* 3,3-10* 6,8-10* 5,4-10%
kK (Ay) 7,4-108 1,9-10° 2,4-10> 7,1-10> 3,4-10° 1,1-10%
K (A2) 3,0-10° 6,4-10® 9,4-10° 3,3-10* 1,4-10* 1,4-10*
Kk (A3) 7,4-100 1,9-10® 2,4-10° 7,2-10° 3,4-10®° 1,1-10%
Kk (Ay) 3,0-10° 6,4-10° 9,4-10® 3,3-10* 1,4-10* 1,4-10%

IT/NS ohne Vorkond. 41,3 44,0 44,2 55,3 64,7 99,1

IT/N S mit Vorkond. 1,8 2,0 2,6 3,0 3,3 4,2

Zahlen Per liegen fiir diese Schrittweiten zwischen 7,8 und 250, die Courant-
Zahlen Cr zwischen 0,4 und 12, 8.

Die Ausdiinnung der Jacobi-Matrix fiithrt auch hier zu keiner nennenswerten Re-
duzierung der Konditionszahlen. Bei der Aufteilung in die vier Teilsysteme zeigt
sich ein dhnliches Verhalten wie oben. Fiir zwei Teilsysteme reduziert sich x deut-
lich, fiir die anderen beiden kaum.

Die Konditionszahl héingt mit der Ordnung O (1/h?) von h ab. k steigt wie zu er-
warten mit abnehmender Schrittweite an, was sich natiirlich auch auf die Anzahl
der Iterationsschritte pro Newtonschritt fiir den linearen Loser ohne Vorkonditio-
nierer auswirkt. Das symmetrische Gauf3-Seidel-Verfahren reduziert auch hier die
Anzahl der benotigten Schritte, kann die Steigerung der Konditionszahlen jedoch
nicht ausgleichen. Der Faktor, um den sich die Schrittzahl erhoht, bleibt etwa
erhalten.

Zum Abschluss betrachten wir in Tabelle die Variation der Zeitschrittweite.
Die Courant-Zahlen Cr liegen fiir die verwendeten At zwischen 0,128 und 128,
Pe und Pep bleiben unverandert.

Hier steigen die Konditionszahlen mit zunehmendem At deutlich an. k (A44) und
k(A;), i = 1,...,4 verhalten sich dhnlich wie in den vorangegangenen beiden
Beispielen.

Der Vorkonditionierer ist anders als in Tabelle offensichtlich nicht in der La-
ge, die Zunahme der k zu kompensieren. Die Anzahl der Iterationsschritte pro
Newtonschritt nimmt sowohl bei der Simulation ohne als auch mit Vorkonditio-
nierung rapide zu, so dass bei geniigend groflen At unter Umstédnden ein direkter
Loser kiirzere Rechenzeiten aufweisen konnte als der iterative. Wir werden diese
Moglichkeit spéater noch untersuchen.

Bei der Simulation ohne Vorkonditionierung wurde der lineare Loser nach 500
Iterationsschritten abgebrochen. Ein Weiterrechnen ist in diesem Fall wegen der
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Tabelle 3.3: Konditionszahlen der einzelnen Matrizen fiir die Damkohlerzahlen
(1000, 1, 1000, 1000, 1, 1000) und mittlere Anzahl der Iterationsschritte pro New-
tonschritt von BiCGStab (IT/NS) ohne und mit Vorkonditionierer (symmetri-
sches Gauf-Seidel-Verfahren) bei variierender Zeitschrittweite At.

| At | 0,01 s 0,1s 1,0 s 10,0 s |

K (A) 1,6-101 1,6-10° 3,3-10* 3,9-10°
K (Aq) 9,7-10° 1,5-10% 3,3-10* 3,9-10°
Kk (A1) 5,2-10° 5,3-101 7,1-10° 4,6-10°
K (As2) 9,7-10° 1,5-10%2 3,3-10* 3,9-106
K (Aj3) 5,2-10° 5,3-101 7,2-10° 4,9-103
K (Ag) 9,7-10° 1,5-10%2 3,3-10* 3,9-10°

IT/NS ohne Vorkond. 4 > 500 > 500 > 500

IT/NS mit Vorkond. 3 7 35 84

im Vergleich zum direkten Verfahren deutlich hoheren Rechenzeiten nicht mehr
sinnvoll.

Zusammenfassung 3.8. Zusammenfassend ist festzuhalten, dass unabhéngig
von den Damkohlerzahlen und den raumlichen und zeitlichen Schrittweiten im
Allgemeinen eine Ausdiinnung von A zu keiner nennenswerten Reduzierung der
Konditionszahlen fithrt. Bei der Aufteilung konnen Teilsysteme mit wesentlich
niedrigeren x entstehen. Es kann aber auch vorkommen, dass einige oder alle
aufgeteilten linearen Gleichungssysteme &hnlich schlecht konditioniert sind wie
das urspriingliche volle System. Ein garantierter Gewinn kann also lediglich aus
der oben beschriebenen Verringerung der Rechenoperationen gezogen werden.

Die direkten Verfahren [54]

Wir betrachten das Gauf-Verfahren als typischen Vertreter dieser Klasse. Es be-
notigt zur Losung des linearen Gleichungssystems (BI) bei vollbesetzter Matrix

1 1
ZGaus = gn?’ +n’® — 3"

wesentliche Rechenoperationen (Multiplikationen + Divisionen). Fiir diinnbesetz-
te A hangt der Rechenaufwand von der Bandbreite m der Matrix ab. In [54] wird
gezeigt, dass das GauB-Verfahren in diesem Fall mit

@) (mzn)
wesentlichen Rechenoperationen durchfiihrbar ist.

Waéihrend des Verfahrens entsteht innerhalb des Bandes ein fill-in, der von qua-
dratischer Ordnung in den Gesamtaufwand eingeht. Wir fithren deshalb vor der
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Losung des linearen Gleichungssystems einen Cuthill-Mc-Kee-Algorithmus [17]
durch, mit dessen Hilfe die Bandbreite der Matrix A durch Umnummerieren der
Knoten reduziert wird.

Beispiel 3.9. Falls wie in Beispiel B2 ein System in vier gleichgrofie Teilsysteme
zerfillt, reduziert sich die Ordnung des Rechenaufwandes in der Summe zu

0((5)3) = gotn).

Der Aufwand verringert sich also um einen Faktor 16. Das Einsparpotential ist
also um einen Faktor 4 grofler als beim iterativen Verfahren.

3.1.3 Assemblierungsgewinn

Unabhéngig vom gewéhlten linearen Loser entsteht durch die Aufteilung des Glei-
chungssystems in Ny > 2 Teilsysteme eine Verringerung der Assemblierungszeit.
Dies kann aus zwei Griinden geschehen:

1. Die Elemente in A, die fiir die Kopplung der Teilsysteme verantwortlich
sind, miissen nicht assembliert werden.

2. Im Allgemeinen benotigen die Teilsysteme im Newtonloser unterschiedlich
viele Schritte fiir ihre Losung. Die Elemente der Teilsysteme, die das Ab-
bruchkriterium des Newtonverfahrens bereits erfiillen, miissen nicht mehr
assembliert werden.

Waéhrend der zweite Punkt sehr stark vom konkreten Beispiel abhéngt, lédsst
sich die unter 1. beschriebene Einsparung an zu assemblierenden Eintrdgen in A
abschétzen:

Fiir Friedrichs-Keller-Triangulierungen auf Rechtecksgebieten gilt fiir die Anzahl
der zu assemblierenden Nichtnullelemente v in der Jacobi-Matrix A

Y S MNS(NS+6)7

wobel M wieder die Anzahl der raumlichen Knoten bezeichnet.

Tabelle 3.4: Einsparung in der Assemblierung durch Aufteilung in Ny Teilsysteme
fiir Beispiel BX mit 12 Spezies.

Nr vy Einsparung
1 216 M —

4-27M = 108M 50 %

12 | 12-7M = 84M 61 %
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Tabelle B4l zeigt die Einsparung, die sich allein durch Nichtassemblieren der
Kopplungselemente ergibt. Diese bezieht sich natiirlich nur auf die Anzahl der
zu berechnenden Eintrége v, nicht auf die benotigte Rechenzeit.

Zahlreiche Testsimulationen haben gezeigt, dass der Assemblierungsgewinn bei
dieser Ausdiinnung von A sehr gering ist. Es fallen aus der vollen Jacobi-Matrix
nur Terme der Form OR;/0c; fir i # j (auBerhalb der Hauptdiagonalen) der
vollbesetzten Blockmatrizen weg.

In der Implementierung in M++ werden die Ableitungen der Reaktionsterme
mittels einer Schleife iiber alle Reaktionen berechnet, innerhalb der sich noch
sechs Doppelschleifen iiber alle Spezies befinden. Das Schema des zugehorigen
Programmausschnitts ist in Abbildung Bl aufgelistet.

for (i=0; i<NR; i++)

' for(j=0; j<NS; j++)
' for(k=0; k<NS; k++)
{
, o
, )
X )

Abbildung 3.1: Programmausschnitt aus der M++-Implementierung zur Berech-
nung der Ableitungen der Reaktionsterme.

Falls nur die Kopplungsterme ignoriert werden sollen, muss in jeder Doppelschleife
fiir alle 7 und k abgefragt werden, ob dieser Eintrag assembliert werden soll. Das
fiihrt zu 6 NgpNZ Abfragen, deren Aufwand einen Teil des Gewinns, der durch das
Nichtassemblieren der Kopplungsterme entsteht, verbraucht.

Dieses Problem kann behoben werden, indem auch die jeweiligen Anteile der
Reaktionsterme auf der Hauptdiagonalen (OR;/0c;) nicht assembliert werden.
Dann sind in der Implementierung aus Abbildung Bl nur noch Ny Abfragen
notig und der Gewinn féllt entsprechen héher aus.

Diese zusétzliche Ausdiinnung der Jacobi-Matrix kann allerdings zu Konvergenz-
problemen im Newton-Loser fithren. Solange nur schwache Reaktionen ignoriert
werden, scheint diese Gefahr aber relativ gering.
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3.1.4 Der modifizierte Newtonloser NewtonBlock

Die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems (2.10), (211]) und (£I2) mit dem
modifizierten Newton-Verfahren unter manueller Aufteilung des linearen Glei-
chungssystems (ZI3) in die Teilsysteme (B2) wird vom neu entwickelten New-
tonloser NewtonBlock durchgefiihrt. Abbildung B2 zeigt das Struktogramm dieses
Losers.

Zu Beginn werden einige Variablen definiert, die Teilsysteme manuell festgelegt
und die bendétigten Speicherstrukturen erzeugt. Es folgt die Assemblierung des
Defekts b und das Kopieren von b und x in die Teilvektoren bT[i] und xT|i].
Mit Hilfe der bT[i] ermittelt der Algorithmus die Teilsysteme, die das Abbruch-
kriterium (ZI4]) bereits erfiillen.

Die Iteration des Newton-Losers wird durch eine while-Schleife realisiert, die zu
durchlaufen ist, solange eine vorgegebene Anzahl von Iterationsschritten nicht
tiberschritten wurde (k < MaxIter) und noch nicht alle Teilsysteme das Ab-
bruchkriterium (ZI4) erfiillen (nready < NT'). In der Iterationsschleife wird die
Liste der zu assemblierenden Reaktionen ermittelt, die benétigten Elemente der
Matrix assembliert und A in die Teilmatrizen AT'[i] kopiert. Das Kopieren er-
folgt durch die Funktion BuildSubSystems, die in [A.4l aufgelistet ist und ndher
beschrieben wird.

Die Vorgehensweise des Kopierens hat im Vergleich zur Verwendung eines linearen
Blocklosers, der direkt auf der Gesamtmatrix A operiert, einige Vorteile:

e Die von M++ bereitgestellten linearen Loser und Vorkonditionierer konnen
problemlos aufgerufen werden.

e Neue Loser und Vorkonditionierer konnen ohne Weiteres implementiert wer-
den.

e Es ist kein zeitintensives Neuassemblieren der Jacobi-Matrix notig.

e Der Aufwand fiir das Kopieren héngt von 7 (bei Matrizen) bzw. von n (bei
Vektoren) ab. Er ist unabhéngig vom Rechenaufwand des linearen Losers,
also von der Anzahl der Iterationsschritte.

Besonders der letzte Punkt ist fiir grofle lineare Gleichungssysteme von entschei-
dender Bedeutung. Fiir allzu kleine n kann er sich jedoch negativ auswirken, da
hier das Kopieren eventuell mehr Zeit benétigt als der gesamte lineare Loser. Wir
gehen davon aus, dass n grof§ genug und die Kopierzeit klein im Vergleich zur
Laufzeit des linearen Losers ist.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen nun die Teilsysteme AT; xT; = b7T;, die das
Abbruchkriterium (2I4]) noch nicht erfiillen (readyli] == —1), gelost, die Teil-
16sungen in ¢ kopiert und die neue Niherungslosung x*t1) = x(*) — ¢ berechnet
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Assembliere Defekt b, ||b|| < epsilon: STOP, Riickgabe der Lsg x.
Setze k = nready = 0, Mazlter = 50, NT = 1, ready|i| = —1 Vi.
Lege Teilsysteme fest, erzeuge Teilstrukturen A7, bT und xT.
Kopiere b, x in bT[i], xT[i].

Ermittle Teilsysteme, die das Abbruchkriterium erfiillen.

while £ < Maxlter und nready < NT

Ermittle Liste der zu assemblierenden Reaktionen.
Assembliere A (bendétigte Elemente).
Kopiere A, x und b in AT/i], xT[i] und bT]i].

for(i=0; i<NT; i++)

Lose AT[i] xT[i] = bT[il.

Kopiere Losungen der Teilsysteme xT[i] in Gesamtvektor c.
Setze x = x — ¢, Assembliere neuen Defekt b.
Kopiere b in Teilvektoren bT[i].

for(i=0; i<NT; i++)

readyli] == —1 7
J N
BT[] <=« ? T > e ?
J N J N
ready(i] = k Keine
nready + + Anderung
k4 +

Gebe reservierten Speicherplatz frei.

nready == NT 7
J N

Riickgabe der Losung x. Abbruch mit Fehlermeldung.

Abbildung 3.2: Struktogramm des neu entwickelten Newton-Losers NewtonBlock
mit manueller Festlegung der Teilsysteme.
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werden. Es folgt die Neuassemblierung des Defektes b und das Kopieren von b
in die Teilvektoren bT;.

Am Ende der Iterationsschleife ist noch zu priifen, ob die gelosten Teilsysteme das
Abbruchkriterium (2I4)) erfiillen. Diese Information wird in ready|i] eingetragen
und nready entsprechend erhoht.

Durch die Verdnderung der Nédherungslosung x ist es moglich, dass Teilsysteme,
die das Abbruchkriterium bereits in einem vorhergehenden Iterationsschritt er-
fiillten, dieses jetzt wieder verletzen. Fiir sie miisste ready|i] eigentlich wieder auf
—1 gesetzt und der Zéhler nready entsprechend dekrementiert werden. Wenn wir
jedoch davon ausgehen, dass nur schwache Kopplungen aufgetrennt werden, kann
zu Gunsten eines grofleren Assemblierungsgewinns auf diese Mafinahme verzichtet
werden.

Nach Beendigung der Schleife werden reservierte Speicherstrukturen freigegeben
und die gefundene N&herungslosung zuriickgegeben. Falls die Schleife aufgrund
des Erreichens der maximalen Iterationszahl MaxzIter abgebrochen wurde, endet
das gesamte Programm mit einer entsprechenden Fehlermeldung.

Bemerkung 3.10. Das verwendete Abbruchkriterium des modifizierten New-
tonverfahrens lautet fiir das i—te Teilsystem

n<
”bz”2 < €absF; =. €,

wahrend beim vollen Verfahren
Ibll, < €abs

verwendet wurde. Fiir Ny > 1 gilt im Allgemeinen

Np
> lbilly # 1bll,-
i=1

Die Abbruchkriterien des vollen und des modifizierten Newton-Verfahrens sind
also nicht identisch. Es ist jedoch in jedem Fall

Nt Nt n
ZHbZHQ S Zeabsﬁl = €abs)
i=1 i=1 s

so dass der modifizierte Newton-Loser das Abbruchkriterium des vollen Verfah-
rens erfiillt.

In der Dissertation [47] wird im eindimensionalen Fall die Jacobi-Matrix nicht
in Teilmatrizen kopiert. Statt dessen findet ein Listenloser Anwendung (direktes
Verfahren), der auf der vollen Matrix operiert und in jedem Newtonschritt al-
le Teilsysteme abarbeitet. Zwar sind dann die Abbruchkriterien des vollen und
aufgeteilten Systems identisch, im Zweidimensionalen hat diese Vorgehensweise
jedoch zwei Nachteile:
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1. Der organisatorische Aufwand fiir das hin- und herspringen in der Matrix
steigt mit dem Rechenaufwand des linearen Losers an, der bei direkten Ver-
fahren bekanntlich unter anderem von der Bandbreite m abhéngt. Diese ist
in 1D klein, wodurch der Einsatz eines Listenlosers gerechtfertigt ist. In 2D
kann die Bandbreite allerdings sehr grof3 sein, so dass die oben beschrie-
bene Unabhéngigkeit des Kopieraufwandes von m fiir einen bedeutenden
Zeitvorteil der in dieser Arbeit favorisierten Vorgehensweise sorgt.

2. Bei Verwendung eines Listenlosers mit Beibehaltung der Abbruchkriteri-
en kann nur ein geringer Assemblierungsgewinn erzielt werden, da in jedem
Newtonschritt alle Teilsysteme neu assembliert werden miissen. Der oben er-
wihnte Gewinn durch Nichtassemblieren bereits , fertiger* Teilsysteme kann
dann nicht realisiert werden.

Wir nehmen deshalb zu Gunsten des hoheren Rechenzeitgewinnes den Unter-
schied in den Abbruchkriterien in Kauf.

Ein Listing des modifizierten Newtonlosers NewtonBlock befindet sich mit einigen
zusitzlichen Erklarungen in [AZ0

3.2 Konvergenzverhalten

In diesem Abschnitt gehen wir weiterhin davon aus, dass pro Zeitschritt ein New-
ton-Verfahren der Form (213]) durchzufiihren ist. Das in Bl vorgestellte Entkopp-
lungsverfahren im linearen Loser fiihrt zu einem modifizierten Newton-Verfahren:

1. Lose das lineare Gleichungssystem

JE e — —G (xW). (3.4)

2. Setze x*tD) = x(k) 4 §¢)

Im Vergleich zum vollen Verfahren (Z13) wurde die Jacobi-Matrix J*) durch die
ausgediinnte (modifizierte) Matrix Jc(lk) ersetzt.

3.2.1 Der lineare Fall

Ein lineares Modell entsteht, wenn in den Modellgleichungen (1) die Koeffizi-
entenfunktionen O, D und q als unabhéngig von ¢ und die Reaktionsterme R als
linear in ¢ angenommen werden. Es diirfen insbesondere nur Abbaureaktionen 0.

und 1. Ordnung () oder stochiometrische kinetische Reaktionen (.8) der Form

A «—— B
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stattfinden.
Fiir diese Modelle ist G (x) = J (x) — b und es folgt aus (B4)
6" = — g1 Jx® 4 b,

mit der ausgediinnten Jacobi-Matrix Jj.
Eingesetzt in die untere Gleichung von (B4)) ergibt sich die explizite Vorschrift
zur Berechnung der neuen Iterierten

x* = [1 - J1 ] x® + I b

Nach [37, Satz 5.1] konvergieren Verfahren dieser Form global und linear, falls fiir
den Spektralradius p (.) der Iterationsmatrix

p(I-J;'J) <1 (3.5)
gilt fiir alle Iterationsschritte k. p bezeichnet hier den Maximalbetrag der Singu-

larwerte der betreffenden Matrix.

Eine hinreichende Bedingung zur Erfiillung von (B3) ist fiir eine Matrixnorm ||.||
|1I=J7t ] <1

und ein hinreichender Ausdruck mit J ék) =J—Jy
173 1Rl < 1.

Mit der in [37, GIng (5.8)] aufgestellten Konvergenzbedingung gilt fiir das modi-
fizierte Newton-Verfahren (B4)) im linearen Fall die Konvergenzabschétzung

S =l < [l RN [ =]

In der Spektralnorm ||.||, fiir Matrizen bzw. der induzierenden euklidischen Norm

fiir Vektoren folgt mit

Omax (JR)
Clin = ————= 3.6
: Omin (Jd) ( )
die Abschétzung

5 =], < G [[x® = x|

(3.7)

wobei 0,4, und o,,;, den groBiten bzw. kleinsten Singuldrwert der betreffenden
Matrizen bezeichnet.
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Im eingangs beschriebenen Spezialfall sind J (x) und J4 (x) unabhéngig von x.
Somit sind J*) und J ék) fiir alle Iterationsschritte gleich.

Fir J = J; hitten wir in diesem Spezialfall Konvergenz in einem Schritt. Allge-
mein kann man erwarten, dass Cl(il:B < 1 eine im Wesentlichen notwendige Bedin-
gung fiir Konvergenz ist.
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3.2.2 Beispiele fiir den linearen Fall

Zur Uberpriifung der Abschiitzung (B7) betrachten wir

Beispiel 3.11. Gegeben sei ein Modell mit zwolf mobilen Spezies A, ..., L auf
dem Gebiet 2 := (0;1 m) x (0;1/2 m). Fiir alle Spezies gelten homogene An-
fangswerte. A, ..., F' haben am linken Rand die Dirichlet-Randwerte ¢; := 1 mg/I,
auf allen anderen Randteilen gelten homogene Neumann-Randwerte. Der Diffu-
sionskoeffizient ist fiir alle Spezies D := 1-107* m?/s, der konvektive Fluss
q := (1/10;0)". Es finden sechs Abbaureaktionen statt:

R: A — G, Ry: D «— J,
Ry: B +«— H, Ry: EF «— K,
Ry: C «— 1, Rg: F +«—— L.

Es werden die Schrittweiten At =1 s und h = 1/32 m verwendet. Die Courant-
und (Zell-)Péclet-Zahl sind aus Beispiel B zu entnehmen.

Die Simulation wird durchgefiihrt mit den Damkohler-Zahlen

Da; = (1,1,1,1,1,1) und
Day, := (1000, 1, 1000, 1000, 1, 1000).

Das Gesamtsystem (A...L) wird nach den beiden Partitionierungen

P = (AG)(B)(H)(CI)(DJ)(E)(K)(FL) und
P = (A)... (L)

aufgeteilt. P, ignoriert die relativ schwachen Reaktionen Ry und Rj5 aus Das,
P, vernachlassigt alle Reaktionen und fithrt somit zu einem voll entkoppelten
Verfahren.

Tabelle zeigt die Singuldrwerte 0,4 (Jg) und o, (J3) sowie den Quotienten
Clin, aus (B0) fiir die unterschiedlichen Damkdohler-Zahlen Da; und Das und die
Blockbildungen P; und Ps.

Tabelle 3.5: Singularwerte und Quotienten Cj;, aus Abschétzung ([B) bei ver-
schiedenen Damkohlerzahlen und Blockbildungen fiir das lineare Beispiel B.111

Da  Blockbildung | omaz (Jr) Omin (Jd) Ciin
Da 2 1491000 1,55-10° 9,55-10 7
Da, P, 1,49-10710 1,54.10% 9,68.107"
Das P, 14910 1,55-10° 9,55-10°
Das Py 3,82.10"2  9.98.10~* 38,3




34 KAPITEL 3. DAS MODIFIZIERTE NEWTON-VERFAHREN

Bei den ersten drei Simulationen bleiben die Singuldrwerte und Cj;, im Rahmen
der Rechengenauigkeit konstant. Hier werden nur schwache Reaktionen mit D, =
1 vernachléssigt. Offensichtlich spielt es fiir die Konvergenz des Newtonverfahrens,
die durch CY;,, bestimmt wird, keine Rolle, wie viele solcher Reaktionen ignoriert
werden.

Die Konvergenz hiangt aber natiirlich von der Stéarke der aufgetrennten Kopplun-
gen ab, wie die vierte Simulation aus Tabelle zeigt. Hier wurden die sechs
Reaktionen mit den Damkdhler-Zahlen Das vollstdndig vernachléssigt, also auch
die starken Reaktionen mit Da = 1000. Der Quotient Cy;, nimmt den sehr grofien
Wert C;,, = 38,3 an und das Verfahren konvergiert nicht mehr.

3.2.3 Der nichtlineare Fall

Konvergenzabschatzungen wie in Abschnitt BZZT] fiir den linearen Fall sind im
Nichtlinearen weitaus schwerer zu finden. Allerdings kénnen h#ufig Vorausset-
zungen gefunden werden, unter denen das Verfahren {iberhaupt konvergiert.
Theorem 2.6 aus [20] beinhaltet eine Konvergenzaussage fiir ein modifiziertes
Newton-Verfahren der Form (B4l). Wir zitieren im Folgenden diesen Satz und
bringen die in der vorliegenden Arbeit iiblichen Bezeichnungen ein:

Satz 3.12. Sei G : D — R"” eine stetig-differenzierbare Abbildung mit D C R"™
offen und konvex. Sei Jy eine Approximation an DG. Es existiere ein Startwert
x0 ¢ D mit J, (X(O)) invertierbar und Konstanten «, Wy, dg, 01, 0o > 0, so dass
fiir alle x,y € D folgende Bedingungen erfillt sind:

17:" (x “”)G XN <«
1t <) T =T < @lly —x],
175" ( ) Gl < G0+ [lx— x|,
17" () (Ja () = Ja )| < b [ =
do < 1, 0 :=max (wy,d; + o), h:= (12_&7;0)2 <1,

S(X(O),p) C D mit p := 270[/ (1+\/1—h>.
1 —

Dann ist die durch das modz’ﬁzz’erte Newton-Verfahren (3-4) erzeugte Folge {X(k)}

wohldefiniert, verbleibt in S( ,p) und konvergiert gegen eine Ldsung X* mit
G (x*) = 0. Mit den Bezeichnungen

h:= %h, pr = 2_a50/<1IF\/1—h>

1
ist die Losung x* € S (x°, p_) eindeutig in

S, 0) U (DS (x.,)).
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Beweis. Siehe [20]. O

Die ersten beiden Bedingungen aus Satz sind in dhnlicher Weise auch beim
vollen Newton-Verfahren zu fordern. Die Ungleichungen wurden auf der linken
Seite lediglich mit einem Gewichtungsfaktor

13 (<)

multipliziert. Wir gehen davon aus, dass diese erweiterten Bedingungen bei maf-
voller Ausdiinnung der Jacobi-Matrix und der damit verbundenen Aufteilung des
linearen Gleichungssystems in Teilsysteme weiterhin erfiillt sind.

Fiir die Beurteilung der Konvergenz des modifizierten Newton-Verfahrens ist die
dritte Bedingung von entscheidender Bedeutung. Sie ist fiir das volle Verfahren
in jedem Fall erfiillt, da wegen Jg (x) =0 Vx € D

de_l (X(O)) JR(X)H =0 < 50+51HX—X(0)H VX,X(O) ED, 50,51 >0

gilt. Hier konnen dy und ¢; unter Beachtung der weiteren Bedingungen so gesetzt
werden, dass p maximal wird. Dadurch erreicht der Konvergenzbereich

S (x.,p)

die groBtmogliche Ausdehnung und das Konvergenzverhalten wird optimal.

Aus den gleichen Griinden kann das Konvergenzverhalten des modifizierten New-
ton-Verfahrens verbessert werden, indem im ersten Newtonschritt das volle li-
neare Gleichungssystem gelost wird und die Ausdiinnung erst ab dem zweiten
Iterationsschritt erfolgt.

Dieser Vorgehensweise steht allerdings entgegen, dass zur Losung des nichtlinea-
ren Gleichungssystems aus dem reaktiven Stofftransportmodell typischerweise nur
wenige Newtonschritte erforderlich sind. Ein Verzichten auf die Aufteilung im er-
sten Schritt wiirde deshalb die Performance des Verfahrens zu sehr verschlechtern
und sollte nur bei Auftreten von Konvergenzproblemen in Erwédgung gezogen wer-
den.

Die vierte Bedingung aus Satz B.IJ ist wieder weniger kritisch zu sehen. Wir
setzen voraus, dass sie bei nicht zu starker Ausdiinnung erfiillt ist mit einem ds,
das den Konvergenzbereich des modifizierten Verfahrens nicht zu sehr verkleinert.

3.2.4 Beispiel fiir den nichtlinearen Fall

Anders als im linearen Fall fehlt im nichtlinearen eine Konvergenz- Abschétzung
der Form (B). Es liegt aber nahe, die Kontraktionszahl Cy;, aus [BH) auch
im Nichtlinearen als Indikator fiir den Grad der Ausdiinnung zu verwenden. In
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diesem Abschnitt soll nun anhand eines Testbeispiels demonstriert werden, dass
diese Vorgehensweise nicht zuléssig ist:

Wir berechnen wieder die bereits in Beispiel BT (Seite B2)) beschriebene Test-
simulation mit zwolf Spezies und sechs Reaktionen. Fiir Plots der Ergebnisse
verweisen wir auf die Dissertation [47].

Die Simulation wird durchgefiihrt mit den Damkohler-Zahlen Da; und Das aus
Abschnitt Das Gesamtsystem wird nach der bereits bekannten Partitionie-
rung P, und

Py == (ABC)... (JKL)

aufgeteilt, so dass bei Verwendung von Dasy und P3 nur die langsamen Reaktionen
Ry und Rj ignoriert werden (siehe Beschreibung des Beispiels B7).

Nach Tabelle Bl verhalten sich die Singuldrwerte 0,4 (Jg) und o, (J4) unter
Verwendung der Damkohler-Zahlen Day dhnlich wie im Linearen. Solange nur
die schwachen Reaktionen Ry und Rj ignoriert werden (P3) ist der Wert von Cjy,
sehr klein. Vernachldssigt man aber auch die starken Reaktionen Ry, R3, R, und
Rg, wird Cp, mit 195 deutlich grofler und das modifizierte Newton-Verfahren
konvergiert nicht mehr.

Tabelle 3.6: Singuldrwerte und Quotienten Cy;, aus Abschiatzung [B) fir ver-
schiedene Damkohlerzahlen und Blockbildungen fiir das nichtlineare Beispiel B.71

Da  Blockbildung | omaz (Jr) Omin (Jd) Ciin
Das, P; 5,60-10"10 1,25.10"% 4,48.107F
Day P, 3,00-107% 1,54-107% 1,95.10%"2
Da, P3 3,92-1071° 1,25-107% 3,14-1071
Da; p, 2,98-1076  1,54.106 1,94

Fiir Da; stellt sich die Situation grundlegend anders dar. Wahrend bei der Par-
titionierung P in vier Teilsysteme die Kontraktionszahl noch einen plausiblen
Wert annimmt, ist Cy;, bei der Aufteilung P» in zwolf Teilsysteme mit Cy;,, = 1,94
unerwartet hoch. Schliellich werden auch hier nur langsame Reaktionen vernach-
lassigt. Die Ergebnisse aus Abschnitt hétten einen &hnlichen Wert wie bei
P; Nahe gelegt (vergleiche Tabelle B0)).

Wir werden im néchsten Abschnitt sehen, dass das modifizierte Newton-Verfahren
trotzdem konvergiert und die Anzahl der benétigten Newtonschritte nur gering-
fligig ansteigt.

Folgerung 3.13. Aus diesen Beobachtungen folgt, dass die fiir den linearen Fall
hergeleitete Kontraktionszahl Cj;, aus ([B.8]) im Allgemeinen nicht auf ein nichtli-
neares Problem iibertragen werden kann.
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3.3 Vergleichssimulationen zu [47]

Nach der Beschreibung des modifizierten Newton-Verfahrens und den Erléduterun-
gen zur Implementierung und Konvergenz des neu entwickelten Block-Newtonlosers
erfolgen in diesem Abschnitt einige Beispielsimulationen:

Wie bereits erwdhnt wurde ein dhnliches Entkopplungsverfahren im Eindimen-
sionalen in der Dissertation [47] entwickelt und mit Beispiel B getestet. In den
néchsten beiden Abschnitten soll das Beispiel zunédchst mit der urspriinglichen
Zeitschrittweite aus [47] und dann mit vergrofiertem At berechnet werden.

3.3.1 Urspriingliche Schrittweite

In den folgenden Beispielen wird eine Zeitschrittweite von At = 0,01 s im Zei-
tintervall J = (0,30 s) (3000 Zeitschritte) verwendet. Das Gitter besitzt 4257
Knoten (51084 Unbekannte) und es ist h = 1/128 m. Diese Schrittweiten fithren
zu den Kennzahlen

Pe = 1000,
Per = 7,8 und
Cr = 0,128

Die relativ kleine Courant-Zahl indiziert den Einsatz eines expliziten Verfahrens.
Allerdings wurde im Referenzbeispiel aus [47] ein implizites verwendet, so dass
wir an dieser Stelle ebenfalls unser implizites Verfahren anwenden.

Die Anzahl der Nichtnullelemente und deren Anteil an den Gesamteintrdgen in
J bzw. Jg ist fiir verschiedene Konfigurationen Tabelle B7 zu entnehmen.

Tabelle 3.7: Anzahl der Nichtnullelemente und deren Anteil an den Gesamtein-
tragen in J bzw. J; fiir verschiedene Konfigurationen.

Konfiguration 5 Anteil
(A...L) 4198032 0,16 %
(ABC)...(JKL) | 4-262377 = 1049508 | 0,64 %
(A4)...(L) 12-29153 = 349836 | 1,93 %

In den Tabellen B8 bis B T0werden die Anzahl der Newtonschritte pro Zeitschritt,
die Assemblierungszeit, die Zeit des linearen Losers und die Gesamtrechenzeit
fiir SuperLU und BiC'GStab mit einem symmetrischen GauB-Seidel-Verfahren
als Vorkonditionierer (ein Iterationsschritt) bei Verwendung verschiedener Kon-
figurationen (Blockbildungen) aufgelistet. Bei Aufteilung der Jacobi-Matrix in
mehrere Teilsysteme wird zwischen Berechnungen mit

e Assemblierung der vollen Jacobi-Matrix J und
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e Assemblierung der ausgediinnten Jacobi-Matrix J; (ohne die vernachlissig-
ten Reaktionen) geméfl Abschnitt

unterschieden. Im ersten Fall werden durch die Aufteilung des Gleichungssystems
lediglich die fiir die Kopplung zusténdigen Elemente von J ignoriert, wihrend im
zweiten Fall alle zu einer vernachléssigten Reaktion gehorenden Eintrdge nicht
assembliert werden. Die zweite Variante fithrt also zu einer stédrkeren Ausdiin-
nung. Es soll getestet werden, wie sich diese auf das Konvergenzverhalten des
modifizierten Verfahrens und auf die Assemblierungszeit auswirkt.

In Tabelle zerféllt das lineare Gleichungssystem dank der speziell gewéahlten
Damkohler-Zahlen auf natiirliche Weise in vier Teilsysteme mit je drei Spezies.
Die Anzahl der Newtonschritte pro Zeitschritt bleibt konsequenterweise konstant.
Die Assemblierungszeit steigt bei Aufteilung und vollstdndiger Assemblierung et-
was an. Ursache hierfiir ist der zusétzliche Aufwand fiir das Kopieren der Gesamt-
matrix in die einzelnen Teilmatrizen. Die Abweichungen der Assemblierungszeiten
von direktem und iterativem Loser werden durch die nicht exakte Zeitmessung
vom M+ + verursacht.

Tabelle 3.8: Newtonschritte pro Zeitschritt (NS/T'S), CPU-Zeiten fiir Assemblie-
rung (Ass), linearen Loser (LS) und Gesamtzeit (Ges) in Minuten fiir verschie-
dene Reaktionen und Konfigurationen (Blockbildungen) mit Assemblierung der
vollstdndigen Jacobi-Matrix J und der ausgediinnten Matrix J,; fiir die Damkoh-
lerzahlen (1000, 0, 1000, 1000, 0, 1000).

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/TS Ass LS  Ges
SuperL U (A...L) vollsténdig 1,9 157 1076 1235
SuperLU | (ABC)...(JKL) vollsténdig 1,9 165 52 221
SuperLU | (ABC)...(JKL) Jd 1,9 164 53 220
BiCGStab (A...L) vollstéandig 1,9 156 60 228
BiCGStab | (ABC)...(JKL) vollstiandig 1,9 165 10 179
BiCGStab | (ABC)...(JKL) Ja 1,9 164 10 178

Bei dieser Simulation besteht kein Zeitunterschied zwischen voller Assemblierung
(J) und Assemblierung der ausgediinnten Matrix (J;). Durch die Aufteilung von
J fallen nur ca. 7% der Eintrige weg, d.h.

v (Ja) ~ 0,937(J).

Diese relativ kleine Einsparung wird durch den erhohten organisatorischen Auf-
wand zunichte gemacht, der zur Identifikation der geléschten Eintriage notig ist.
Es fallt weiter auf, dass der Beschleunigungsfaktor des linearen Losers beim
direkten SuperLU-Verfahren mit ca. 18 deutlich hoher ist als beim iterativen
BiCGStab-Verfahren mit 6. Das bestitigt die Uberlegungen aus den Beispielen
und B9
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Die Gesamtrechenzeit beschleunigt sich bei SuperL U um den Faktor 5,5 und bei
BiCGStab um den Faktor 1, 2. Das direkte Verfahren kann durch die Aufteilung
wie erwartet stirker beschleunigt werden als das iterative. Trotzdem erreicht es
nicht die kurzen Rechenzeiten von BiCGStab.

Tabelle 3.9: Performance fiir die Damkohlerzahlen (1000, 1, 1000, 1000, 1, 1000)
mit den Bezeichnungen aus Tabelle B.8.

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/TS Ass LS  Ges
SuperLU (A...L) vollstindig 3,0 304 2371 2679
SuperLU | (ABC)...(JKL) vollsténdig 3,0 329 200 534
SuperLU | (ABC)...(JKL) Ja 3,0 327 200 531
BiCGStab (A...L) vollstindig 3,0 303 125 433
BiCGStab | (ABC)...(JKL) _ vollstandig 3,0 329 36 371
BiCGStab | (ABC)...(JKL) Ja 3,0 327 36 368

Tabelle zeigt die Performance fiir leicht verdnderte Damkohlerzahlen. Die
Reaktionen Ry, R3, R, und Rg bleiben bei Da = 1000, Ry, und R5 werden auf
Da = 1 erhoht, so dass durch die Aufteilung diesmal tatsédchlich Kopplungsterme
aus J eliminiert werden.

Bei beiden linearen Losern erhoht sich die Anzahl der Newtonschritte pro Zeit-
schritt nicht. Das ist fiir modifizierte Newtonverfahren nicht selbstverstandlich.
Die Kopplung aufgrund der niedrigen Damkohlerzahlen (Da = 1) ist wohl zu
schwach, um gréflere Probleme im Newtonverfahren zu verursachen.

Auch hier ist die Assemblierungszeit bei voller Assemblierung der Matrix J im
Rahmen der Toleranz identisch mit der Assemblierungszeit der ausgediinnten
Matrix Jy. Da die Blockbildung genauso erfolgt wie im ersten Beispiel, ist diese
Beobachtung wie oben zu erkléren.

Der Aufwand fiir den linearen Loser sinkt um das 12-fache beim direkten Ver-
fahren und um das 3, 5-fache beim iterativen. Auch hier zeigt sich das groflere
Einsparpotential des direkten Losers. Trotzdem kann er nicht mit der Performan-
ce des iterativen Verfahrens konkurrieren.

Die Gesamtzeit beschleunigt sich bei SuperLU um das 4,9- und bei BiC'GStab
um das 1, 1-fache.

Bei der anschlieenden Simulationsgruppe aus Tabelle wurde fiir alle ablau-
fenden Reaktionen die relativ niedrige Damkohlerzahl Da = 1 verwendet. Die
Reaktionen sind also gleichberechtigt und verglichen mit den Damkd&hlerzahlen
Da = 1000 aus den bisherigen Simulationen deutlich schwécher.

Auch hier zeigt sich das bereits anhand von Tabelle dokumentierte Verhal-
ten. Dariiber hinaus ist zu bemerken, dass das urspriingliche Problem (volle As-
semblierung) selbst bei Aufteilung in 12 Teilsysteme vom Newtonverfahren noch
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Tabelle 3.10: Performance fiir die Damkohlerzahlen (1,1,1,1,1,1) mit den Be-
zeichnungen aus Tabelle

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/TS Ass LS  Ges
SuperLU (A...L) vollsténdig 2,2 193 1392 1588
SuperLU | (ABC)...(JKL) vollsténdig 3,0 324 197 526
SuperLU | (ABC)...(JKL) Jq 3,0 326 230 561
SuperLU (A)...(L) vollsténdig 4,0 453 98 557
SuperLU (4)...(L) Ja 3,0 317 75 399
BiCGStab (A...L) vollstéandig 2,2 188 92 295
BiCGStab | (ABC)...(JKL) _ vollstandig 3,0 317 33 354
BiCGStab | (ABC)...(JKL) Ja 3,0 318 35 359
BiCGStab (A)...(L) vollstéandig 4,0 455 27 488
BiCGStab (4)...(L) Ja 3,0 317 22 345

Tabelle 3.11: Anteil der Transport- und Reaktionsterme an der Gesamtassemb-
lierungszeit im Mittel fiir die Beispiele aus diesem Abschnitt.

Term Anteil

Assemblierung der Transportterme 75 %
Assemblierung der Reaktionsterme 15 %
Sonstiges (Speicherverwaltung, Ausgabe, ...) | 10 %

gelost werden kann. Allerdings liegt die dazu benétigte Gesamtzeit beim iterati-
ven Verfahren deutlich hoher als die Zeit zur Losung des vollen Problems (ohne
Aufteilung).

Obwohl in dieser Simulation bei Aufteilung in 12 Teilsysteme mit Assemblierung
der ausgediinnten Matrix alle Reaktionsterme in J ignoriert werden, unterscheidet
sich die Assemblierungszeit pro Newtonschritt nicht von der mit vollstéandiger As-
semblierung. Bei der Simulation mit BiCGStab und Konfiguration (A ... L) (keine
Aufteilung) benétigt die Assemblierung insgesamt 188 Minuten. Davon entfallen
weniger als 2 Minuten auf die Berechnung der Ableitungen der Reaktionsterme,
die bei teilweiser Assemblierung nicht ermittelt werden miissen.

Aus Tabelle BT sind die Anteile fiir die Assemblierung der Transport- und Reak-
tionsterme an der gesamten Assemblierungszeit zu entnehmen. Demnach benétigt
die Berechnung der Transportanteile bereits 75 % der Gesamtzeit, so dass die mi-
nimalen Unterschiede zwischen den Assemblierungszeiten von J und J; aus den
drei Beispielen versténdlich sind.

Die Anzahl der Newtonschritte pro Zeitschritt zeigt bei voller Aufteilung des
linearen Gleichungssystems ein untypisches Verhalten: Bei vollsténdiger Assemb-
lierung der Jacobi-Matrix werden mehr Newtonschritte benotigt als bei Assemb-
lierung von Jy. Trotz dieser zusétzlichen Ausdiinnung konvergiert das modifizierte
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Verfahren also besser als bei voller Assemblierung von J.

Als Ursache ist zu vermuten, dass die (im Nichtlinearen unbekannte) Kontrak-
tionszahl im vorliegenden Spezialfall mit der zusétzlichen Ausdiinnung kleiner
ist als ohne. Allerdings konnte ein vergleichbares Phédnomen bei keiner anderen
Simulation beobachtet werden.

3.3.2 Simulationen mit verianderten Schrittweiten

Die Vergleichssimulationen von oben haben unter anderem gezeigt, dass sich das
modifizierte Newton-Verfahren im Zweidimensionalen fiir direkte lineare Loser
dhnlich verhélt wie im Eindimensionalen [47]. Allerdings war der iterative li-
neare Loser ohne Entkopplung meist schneller als der direkte, selbst wenn das
Gleichungssystem maximal entkoppelt wurde. Wegen der Dominanz der Assem-
blierungszeit und des relativ geringen Gewinns im iterativen Verfahren konnte
zudem durch die Aufteilung kein nennenswerter Gewinn erzielt werden.

Diese unbefriedigende Situation lésst sich durch verdnderte Schrittweiten verbes-
sern. In folgenden werden nochmals die Testsimulationen aus den Tabellen B8 bis
BI0 mit At =1,0 s (vorher 0,01 s) und 16705 Knoten (vorher 4257) berechnet.
Die Kennzahlen nehmen hier die Werte

Pe = 1000,
Per =~ 3,9 und
Cr 25,6

an. Fiir diese groflen Courant-Zahlen ist der Einsatz eines impliziten Verfahrens
gerechtfertigt.

Bei der Losung des vollstdndigen linearen Gleichungssystem assemblieren wir die
Jacobimatrix weiterhin vollsténdig (klassisches Newton-Verfahren), wiahrend bei
der Losung des aufgeteilten Systems nur .J; aufgebaut wird.

Tabelle 3.12: Performance fiir die Damkdohlerzahlen (1000, 0, 1000, 1000, 0, 1000)
mit den Bezeichnungen aus Tabelle B8

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/TS Ass LS Ges
SuperLU (A...L) vollsténdig Speicher iiber lauf
SuperLU | (ABC)...(JKL) Ja 3,4 15 17 34
BiCGStab ) vollstandig 3.4 14 66 83
BiCGStab | (ABC)...(JKL) Ja 3,4 15 11 28

Zunéchst ist festzustellen, dass der direkte Loser SuperLU bei Verwendung des
vollsténdigen linearen Gleichungssystems bei allen drei Simulationen aus den Ta-
bellen bis BI4l einen Speicheriiberlauf erzeugt. Der fill-in ist trotz der Band-
reduzierung mit dem Cuthill-Mc-Kee-Algorithmus so grofl, dass der verfiighare
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Speicherplatz nicht ausreicht. Bei der Aufteilung in vier bzw. zwolf kleinere Glei-
chungssysteme tritt dieses Problem nicht auf. Das Entkopplungsverfahren fiihrt
also erst dazu, dass die Simulationen mit einem direkten Verfahren durchgefiihrt
werden kdnnen.

Tabelle 3.13: Performance fiir die Damkdohlerzahlen (1000, 1, 1000, 1000, 1, 1000)
mit den Bezeichnungen aus Tabelle B8

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/TS Ass LS Ges
SuperLU (A...L) vollsténdig Speicher iiber lauf
SuperLU | (ABC)...(JKL) Ja 4,5 22 47 70
BiCGStab (A...L) vollstandig 3,7 15 162 180
BiCGStab | (ABC)...(JKL) Ja 4,5 22 64 87

Anders als bei den Berechnungen mit den urspriinglichen Schrittweiten ist das
entkoppelte Verfahren mit dem direkten linearen Loser in allen Féllen deutlich
schneller als das vollstdndige mit iterativem Loser. Die Gesamtrechenzeit verrin-
gert sich um mehr als die Hélfte.

Auch die Simulationen mit iterativem Loser selbst beschleunigen sich deutlich.
Die Assemblierungszeit ist hier klein im Vergleich mit der Zeit fiir den linea-
ren Loser, so dass der Gewinn in BiC'GStab einen deutlicheren Einfluss auf die
Gesamtzeit hat als vorher.

Tabelle 3.14: Performance fiir die Damkohlerzahlen (1,1,1,1,1,1) mit den Be-
zeichnungen aus Tabelle

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/TS Ass LS  Ges
SuperLU (A...L) vollstiandig Speicher iiber lauf
SuperLU | (ABC)...(JKL) Jd 5,2 26 57 85
SuperLU (A)...(L) Ja konver  giert mnicht
BiCGStab ) vollstandig 3,1 12 154 168
BiCGStab | (ABC)...(JKL) Ja 5,2 26 78 105
BiCGStab (A)...(L) Ja konver  giert mnicht

Die Simulation mit voller Aufteilung des linearen Gleichungssystems aus Tabelle
BT4 konvergiert fiir die verwendete hohe Zeitschrittweite nicht mehr.

3.4 Das Broyden-Verfahren

Bei den letzten Simulationen in war das modifizierte Verfahren mit einem
direkten linearen Loser schneller als mit einem iterativen. Hier soll nun versucht
werden, diesen Vorteil mit Hilfe eines weiteren modifizierten Newton-Verfahrens,
des sogenannten Broyden-Verfahrens, noch zu vergréfiern.
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3.4.1 Beschreibung des Verfahrens

In Abschnitt wurde die Losung des Gleichungssystems (ZI0), II) und
(ZT2) mit dem Newton-Verfahren (2I3) beschrieben. Der grofie Vorteil dieses
sexakten* Newton-Verfahrens ist seine quadratische Konvergenz. Es erfordert al-
lerdings in jedem Newtonschritt die rechenzeitintensive Neuassemblierung der
Jacobi-Matrix (21H)). Falls das lineare Gleichungssystem (213]) mit einem direk-
ten Verfahren gelost werden soll, muss hierfiir aulerdem in jedem Schritt ein
Aufwand der Ordnung O (n?) in Kauf genommen werden.

Das Broyden-Verfahren kann diesen Nachteil eventuell ausgleichen, indem es nur
im ersten Newtonschritt eine LU—Zerlegung von J berechnet. In den folgenden
Schritten wird lediglich ein Rang-1-Update der Jacobi-Matrix ermittelt. Mit des-
sen Hilfe und der LU—Zerlegung aus dem ersten Schritt kann schliellich eine
bessere Ndherungslosung gefunden werden.

Broydens Rang-1-Modifikation [12,20]:
Zu l6sen ist das Nullstellenproblem finde x € R™ mit
f(x) = 0.

Bei der Methode von Broyden wird zunéchst eine LU—Zerlegung der Jacobi-
Matrix des ersten Newtonschrittes berechnet, d.h.

LU = Df(x1) =: J;.
Mit Hilfe dieser Zerlegung erfolgt die Berechnung des Korrekturvektors d;:
LU(Sl = —f (Xl).

Ab dem zweiten Newton-Schritt wird die Jacobi-Matrix nicht mehr neu assemb-
liert, sondern geméfl der Rang-1-Modifikation

Fk6£—1

J. = Ju_1+
TR 6 ?

fir k£ > 2, (3.8)

rekursiv berechnet, wobei Fy, := f (x;).
Setzt man (BF) in das Newton-Verfahren (I3) ein, ergibt sich der neue Korrek-
turvektor

Fk(sgfl B
0 = — | J_ F
¢ [ bt H«smw] ¢

AuBlerdem erhilt man

Joh = [T+ LS Jb fiir k> 2 (3.9)
R FTEY A |
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zur Berechnung der Inversen J_ L aus der inversen Jacobi-Matrix J,:l des vor-
hergehenden Newton-Schrittes.
Durch rekursive Anwendung von (B) folgt

8107 T
JL = {I + W} .. {I + %] Job o fiir k> 2. (3.10)
k—2

16212
Nach Einsetzen von (BX) in [ZI3)) lautet der Korrekturvektor des k—ten New-
tonschrittes

-1
_ 01 (—J;:_lle)T
1851

6, = |I (=T L4 Fy)  fiir k> 2. (3.11)

Der Vektor J, ', F; wird mit Hilfe von (BI0) berechnet. Dabei kann die bereits aus
dem ersten Newtonschritt bekannte LU-Zerlegung von J; verwendet werden, so
dass nur noch eine Vorwirts-Riickwérts-Substitution mit LU sowie eine Reihe von
Skalarprodukten und Vektoradditionen berechnet werden miissen. Der Aufwand
hierfiir ist von der Ordnung O (n?).

Des weiteren ist noch die inverse Matrix aus ([BIIl) zu bestimmen. Dies ge-
schieht mit der Sherman-Morrison-Woodbury-Formel [28], mit der die Losung
eines Rang-1-modifizierten Gleichungssystems der Form

(A + uvT) x = Db
wie folgt berechnet werden kann:

1 _ A tuvTA-1b
X = (A+UVT) b:Alb—m

Der Aufwand ist O (n), da in unserem Fall A := [ gilt. Eingesetzt in (BI]) ist
der Korrekturvektor fir k£ > 2

| Fel?
||5lc—1 ||2 + (Jk_,lle)T(sk_l

6, = —J \Fy— O 1. (3.12)

Insgesamt lésst sich feststellen, dass der Aufwand fiir die Losung des linearen
Gleichungssystems im ersten Newtonschritt nach wie vor von der Ordnung O (n?)
ist. Alle folgenden Newtonschritte lassen sich allerdings mit O (n?) durchfiihren.

Konvergenz:

In [12] wird die Fehlerabschitzung

|1xpr1 — x| <Ofxp—x| mitd<©O© <1
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gezeigt und es gilt
10k41l] < Odkll

Wie bereits erwahnt geht die quadratische Konvergenz verloren. Das Verfahren
konvergiert aber immer noch superlinear, d.h.

Bl
e 6]

3.4.2 Beispielsimulationen

Betrachtet wird auch hier die Testsimulation aus Beispiel B mit M = 4257
(urspriingliche rdumliche Schrittweite aus Abschnitt B3T]).

Das Broyden-Verfahren konvergiert fiir die Beispielsimulationen aus den Tabel-
len bis nicht. Als Ursache konnte der im Vergleich zum vollen Newton-
Verfahren eingeschrinkte Konvergenzbereich identifiziert werden.

Um das Einsparpotential beim Broyden-Verfahren im Vergleich zum Newton-
Verfahren mit iterativem Loser abschétzen zu konnen, wurde die Testsimulation
mit der kleineren Schrittweite At = 0,001s und 3000 Zeitschritten berechnet. Die
Damkdohler-Zahlen entsprechen denen aus Tabelle Fiir die iibrigen Kenngro-
Ben gilt

Pe = 1000,
Per =~ 7,8 und
Cr = 10,0128.

Die Courant-Zahl ist noch kleiner als in Abschnitt B23.0l Wir werden in Tabelle
sehen, dass das Broyden-Verfahren selbst in diesem Fall keine befriedigenden
Resultate liefert.

Tabelle 3.15: Performance fiir die Damkdohlerzahlen (1000, 0, 1000, 1000, 0, 1000)
mit den Bezeichnungen aus Tabelle B8

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/TS Ass LS  Ges
SuperL U (A...L) vollstéindig 3,0 301 2600 2904
SuperLU | (ABC)...(JKL) vollstéindig 3,0 321 244 612
SuperLU | (ABC)...(JKL) Ag 3,0 264 173 443
Broyden (A...L) vollstéindig 4,1 235 1317 1579
Broyden | (ABC)...(JKL) vollsténdig 4,1 247 123 375
Broyden | (ABC)...(JKL) Aqg konver  giert mnicht

BiCGStab A..L) vollstandig 3,0 301 87 413
BiCGStab | (ABC)...(JKL) vollsténdig 3,0 314 15 336
BiCGStab | (ABC)...(JKL) Ay 3,0 262 15 283




46 KAPITEL 3. DAS MODIFIZIERTE NEWTON-VERFAHREN

Der Vergleich von SuperLU und BiCGStab zeigt das bereits beschriebene Ver-
halten. Das Broyden-Verfahren bendtigt im Vergleich mit dem vollen Newton-
Verfahren mehr Newtonschritte zur ndherungsweisen Losung. Diese Beobachtung
ist durch die inexakte Berechnung der Jacobi-Matrix ab dem zweiten Newton-
schritt zu erkléren.

Die Assemblierungszeiten sind etwas niedriger als beim vollen Newton-Verfahren.
Die fiir uns entscheidende Zeit fiir den linearen Loser ist nur halb so grof§ wie
beim exakten Verfahren mit SuperLU. Leider ist sie immer noch grofier als beim
iterativen linearen Loser.

Folgerung 3.14. Direkte Loser sind demzufolge fiir kleine Zeitschrittweiten auch
unter Verwendung des Broyden-Verfahrens nicht konkurrenzfiahig. Bei groferen
At entstehen kaum behebbare Konvergenzprobleme. Wir benutzen deshalb im
Folgenden nur noch das Newtonverfahren aus ([ZI3) mit geeignet grofiem At.



Kapitel 4

Automatisierungen

Die Testsimulationen aus Abschnitt haben gezeigt, dass fiir das modifizierte
Newton-Verfahren aus Kapitel Bl (bei einfachen Beispielen) nur unter Verwen-
dung grofler Zeitschrittweiten ein nennenswerter Gewinn im Vergleich zum vollen
Newton-Verfahren entsteht. Diese Tatsache wirft die Frage nach einer geeigneten
Wahl von At auf, die im Allgemeinen nur durch Einfithrung eines adaptiven Ver-
fahrens zu beantworten ist. Dessen Beschreibung ist ebenso wie die Durchfithrung
einiger Testsimulationen Inhalt des ersten Abschnittes des vorliegenden Kapitels.

In wird davon ausgegangen, dass kein a-priori-Wissen iiber das zu lésende
lineare Gleichungssystem vorhanden ist. Eine manuelle Aufteilung ist dann nicht
mehr moglich. Deshalb soll in diesem Abschnitt einleitend ein Algorithmus vor-
gestellt werden, mit dessen Hilfe die Zusammenhangskomponenten des noch zu
definierenden Reaktionsgraphen ermittelt werden konnen.

Anschlieflend erfolgt die Entwicklung einer auf den Konvergenzbetrachtungen aus
Abschnitt beruhenden Entkopplungsstrategie. Mit deren Hilfe kann das li-
neare Gleichungssystem unter Verwendung des in Abschnitt EE2.T] vorgestellten
Algorithmus automatisch in Teilsysteme partitioniert werden.

4.1 Zeitadaption

4.1.1 Das Verfahren

Das adaptive Verfahren soll die Anzahl der Newtonschritte N.S; fiir alle Zeit-
schritte ¢ in den Grenzen

Nszn S NSZ S NSmaa:

halten. Falls das (modifizierte) Newton-Verfahren im i—ten Zeitschritt weniger
als NS,.;, Newtonschritte benotigt, falls also N.S; < NS, ist, wird die Zeit-
schrittweite At mit einem Faktor fact; > 1 multipliziert. Sollten jedoch mehr als
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NS, Newtonschritte benttigt werden, d.h. NS; > NS,,.., erfolgt eine Multi-
plikation von At mit facty < 1.

Um die Verdnderung der Zeitschrittweite in sinnvollen Grenzen halten zu kénnen,
werden auflerdem obere und untere Schranken fiir At eingefiihrt. Die Schrittweite
kann At,,;, nicht unter- und At,,,, nicht iiberschreiten.

Die Parameter NS, .in, NSmae, fact; und facts konnen frei gewéhlt werden.
Wiéhrend fiir fact; und facts Werte in den Bereichen

in der Regel gute Ergebnisse liefern, hingen N.S,,;, und N.S,,.. sehr stark vom
konkreten Beispiel ab und miissen bei jeder Simulation abgeschéitzt werden. Aus
zahlreichen Testsimulationen kann allerdings der Schluss gezogen werden, dass
NS,in und NS, bei Verwendung des modifizierten Verfahrens etwas hoher
gewdhlt werden sollten als beim vollen Newton-Verfahren.

Durch die Aufteilung des Gesamtsystems erhoht sich meist die Anzahl der New-
tonschritte (siehe Testsimulationen aus B3), so dass bei identischen Grenzen die
Zeitschrittweite beim vollen Verfahrens deutlich hoher gew#hlt werden wiirde als
beim aufgeteilten. Der Gewinn durch das groflere At hat in allen durchgefiihrten
Simulationen den Gewinn durch die Aufteilung iiberwogen und das modifizierte
Verfahren hat zur Losung deutlich mehr Zeit benotigt.

4.1.2 Beispielsimulationen

Wir fithren hier nochmals die Testsimulationen aus Abschnitt durch und ver-
wenden diesmal das oben beschriebene zeitadaptive Verfahren. Die untere Schran-
ke NS, wird dabei auf Grundlage der Ergebnisse aus den Tabellen bis
gesetzt und kann wegen der oben beschriebenen erhohten Anzahl der Newton-
schritte beim modifizierten Verfahren von der Schranke des vollen Verfahrens
abweichen.

Diese unterschiedliche Wahl von N.S,,;, filhrt dazu, dass die Performance der
Simulationen mit bzw. ohne Entkopplung untereinander nicht direkt verglichen
werden konnen. Durch die Berechnungen soll lediglich die Wirksamkeit der Zeita-
daption demonstriert werden. Die Werte aus den folgenden Tabellen sind deshalb
nur mit den entsprechenden Werten aus zu vergleichen.

Die obere Schranke wurde fiir alle folgenden Simulationen auf N.S,,., := 10 ge-
setzt. Sie spielt jedoch in den meisten Fillen keine Rolle, da die Anzahl der
Newtonschritte beim verwendeten Beispiel B mit zunehmender Simulationszeit
abnimmt.

Die verwendeten Faktoren fiir die Vergroflerung bzw. Verkleinerung von At lauten
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fiir alle Testbeispiele

facty = 2,
facty = 0,5.

Die Startschrittweite ist fiir alle Beispiele Aty := 0,01 s, was gerade der Schritt-
weite aus den Tabellen bis BI0 entspricht. Die minimale und maximale
Schrittweite lautet

Atpin = Aty = 0,01 s,
Atpee = Ds.

Fiir die Kenngrofien aus Abschnitt 224 gilt

Pe = 1000,
Per =~ 7,8 und
Cr € 0,128 ; 7.8].

In Tabelle BTl zerféllt das Gleichungssystem wieder auf natiirliche Weise in vier
Teilsysteme. N S,,;, wurde deshalb fiir die Simulationen mit und ohne Entkopp-
lung identisch gewihlt. Der obere Plot von Abbildung BTl zeigt den zugehérigen
Verlauf von At.

Tabelle 4.1: Schranke N S,,;,, Anzahl der Zeitschritte (7'S), Newtonschritte pro
Zeitschritt (NS/TS), CPU-Zeiten fiir Assemblierung (Ass), linearen Loser (LS)
und Gesamtzeit (Ges) in Minuten fiir verschiedene Konfigurationen fiir die
Damkahler-Zahlen (1000, 0, 1000, 1000, 0, 1000) mit Zeitadaption.

Loser Konfiguration NSwin TS NS/TS | Ass LS Ges
SuperLU (A...L) 3 291 4,0 42 336 379
SuperLU | (ABC)...(JKL) 3 265 4,0 40 15 56
BiCGStab (A...L) 3 291 4,0 42 21 66
BiCGStab | (ABC)...(JKL)| 3 265 4,0 | 40 3 44

Bei der Berechnung ohne Entkopplung wird aufgrund der verwendeten Damkoh-
ler-Zahlen das gleiche Problem gel6st wie im entkoppelten Fall. Trotzdem unter-
scheidet sich die Anzahl der Zeitschritte. Die Kurven von At in Abbildung ET
oben verlaufen zwar fast gleich, geringe Unterschiede sind aber dennoch zu erken-
nen. Dieser scheinbare Widerspruch ist mit den in Abschnitt B-T.4l beschriebenen
unterschiedlichen Abbruchkriterien zu erkléren.

Gegen Ende der Simulation (¢ > 21 s) sinkt die Zeitschrittweite wieder ab. Diese
Reduzierung ist nétig, um den Endzeitpunkt T' exakt zu erreichen. Sie wird nicht
durch eine steigende Anzahl von Newtonschritten verursacht.
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Tabelle 4.2: Performance fiir die Damkohlerzahlen (1,1, 1,1, 1, 1) mit Zeitadapti-
on und den Bezeichnungen aus Tabelle 1.

Loser Konfiguration NSmin TS NS/TS | Ass LS Ges
SuperLU (A...L) 3 18 3,3 2 16 19
SuperLU | (ABC)...(JKL) | 4 31 5,6 75 12
SuperLU (4)...(L) 4 1108 4,9 224 160 394
BiCGStab (A... L) 3 18 3,3 2 9 11
BiCGStab | (ABC)...(JKL) 4 31 5,6 7 8 15
BiCGStab (4)...(L) 4 1108 4,9 225 87 318

Der Vergleich der Tabellen EETlund B (Seite BY, At = 0,01 s) zeigt ein deutliches
Absinken der Rechenzeiten. Die Gesamtzeiten verringern sich um 70 % bis 75 %.

In Tabelle mit schwacher Kopplung der vier Teilsysteme (ABC)...(JKL)
wurden unterschiedliche Werte fiir N.S,,;, gewéhlt. Es ist zu erkennen, dass die
Anzahl der Newtonschritte pro Zeitschritt bei Entkopplung zwar ansteigt, die
Anzahl der Zeitschritte ist jedoch niedriger.

Der mittlere Plot in Abbildung E-Tl zeigt, dass At im entkoppelten Fall vor allem
am Anfang der Simulation stérker steigt als beim voll gekoppelten Verfahren.
Spéter steigt die Zeitschrittweite beim vollen Verfahren stiarker an und wird bei
t =~ 12 s sogar grofler als beim entkoppelten. Den vorher erworbene Vorsprung
des aufgeteilten Verfahrens kann es jedoch nicht mehr einholen.

Tabelle 4.3: Performance fiir die Damkohlerzahlen (1000, 1, 1000, 1000, 1, 1000)
mit Zeitadaption und den Bezeichnungen aus Tabelle BTl

Loser Konfiguration NSpmin TS NS/TS | Ass LS Ges
SuperLU (A...L) 3 273 4,0 40 313 353
SuperLU | (ABC)...(JKL)| 4 4 4,8 9 6 15
BiCGStab (A...L) 3 273 4,0 40 25 69
BiCGStab | (ABC)...(JKL) | 4 4 4,8 9 6 15

Der Vergleich mit Tabelle B.§ (Seite B, At = 0,01 s) zeigt ein &hnliches Verhalten
wie oben. Die Gesamtzeiten sinken sogar noch starker um 84 % bis 97 %.

Bei der Simulation mit identischen Damkdohlerzahlen aus Tabelle steigen bei
Aufteilung in vier Teilsysteme sowohl die Anzahl der Zeitschritte als auch die
Newtonschritte pro Zeitschritt an. Durch die Entkopplung kann deshalb im Ver-
gleich zum vollen Verfahren mit BiC'GStab kein Gewinn erzielt werden.

Bei voller Entkopplung steigt die Zeitschrittweite kaum noch (siebe Abbildung
E T unten) und die Gesamtzeit ist fast so hoch wie bei fester Zeitschrittweite aus
Tabelle (Seite BA, At = 0,01 s).
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Abbildung 4.1: Zeitschrittweiten fiir die drei Beispielsimulationen mit und ohne
Entkopplung.
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4.2 Automatisierte Entkopplungsstrategien

In den Beispielen des letzten Abschnitts wurden die linearen Gleichungssystems
noch manuell in Teilsysteme aufgeteilt. Im Folgenden soll die Blockbildung auto-
matisiert werden.

4.2.1 Reaktionsgraphen und deren Aufteilung

Unter Verwendung der elementorientierten Sichtweise aus kann die Matrix
J als Adjazenzmatrix eines nichtorientierten kantenbewerteten Graphen G inter-
pretiert werden. G setzt sich zusammen aus dem raumlichen Gitter M und den
Reaktionsgraphen Ry, wobei jeder rdumliche Knoten K € M wie in Abbildung
dargestellt Wurzel eines Reaktionsgraphen ist.

RKs RK4

Abbildung 4.2: Gesamtgraph G aus rdumlichem Netz M und Reaktionsgraphen
Ri.

Im Allgemeinen stimmen die einzelnen Ry nicht iiberein. Allerdings besitzen
sie eine durch die Reaktionen vorgegebene gemeinsame Grundstruktur. Fiir das
akademische Testbeispiel B ist diese in Abbildung dargestellt. Es ist zu
beachten, dass die Kantengewichte der einzelnen R stark unterschiedlich sein
koénnen.

Ziel der zu entwickelnden Strategie ist es, den Gesamtreaktionsgraphen R bis
zu einem gewissen Grad in Teilgraphen R; aufzuteilen. Dabei beginnen wir mit
R und suchen eine Partitionierung in R; und R,, so dass das Gesamtgewicht
der aufgetrennten Kanten moglichst klein ist. Ry und Rs kénnen auf die gleiche
Weise weiter aufgeteilt werden.

Ein Verfahren, das die beschriebene Aufgabe erfiillt, ist der z.B. in [60] beschrie-
bene Algorithmus von Stoer und Wagner. Er bestimmt den minimalen Schnitt
von R, d.h. eine Partition der Ecken (Spezies) des Graphen in die Teilgraphen R,
und Ry. AuBerdem werden die Kosten dieser Aufteilung (Summe der Gewichte
der trennenden Kanten) ermittelt.
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Abbildung 4.3: Reaktionsnetzwerk R fiir das akademische Testbeispiel B

Selbstverstédndlich kénnen R, und Ry durch nochmaligen Aufruf des Algorithmus
weiter zerlegt werden. Es entsteht ein iteratives Verfahren, das den Gesamtgra-
phen R unter Angabe der Kosten so lange partitioniert, bis die kleinsten Teilgra-
phen nur noch eine Ecke enthalten.

Der Aufwand zur Zerlegung eines Graphen R mit Ng Knoten in die Teilgraphen
Ry und R, ist folgendem Satz zu entnehmen, den wir aus [60] zitieren:

Satz 4.1. Der Algorithmus von Stoer und Wagner bestimmt mit Aufwand
O (d%** Nglog Ng)
die Kosten eines minimalen Schnittes eines ungerichteten (Reaktions-)Graphen
R.
Beweis. Siehe [60, S. 229]. O

Bemerkung 4.2. d3** bezeichnet die maximale Anzahl von Spezies, die an ei-
ner Reaktion beteiligt sind. Bei realistischen Simulationen ist diese in der Regel
deutlich kleiner als die Anzahl der Spezies Ng. Fiir das Beispiel B ist Ng = 12
und dp® = 3.

Fiir weitere Ausfithrungen zur Funktionsweise des Algorithmus sei auf die zitierte
Literatur verwiesen. In finden sich einige Anmerkungen zur Implementierung
in M++.

4.2.2 Die Strategie

Ziel der zu entwickelnden Entkopplungsstrategie ist, das Gesamtsystem (BI) in
Nrp Teilsysteme (B2) zu zerlegen. Dabei sollen ,schwache Bindungen® zwischen
den Spezies ignoriert werden, wihrend ,starke Bindungen“ erhalten bleiben.
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Wir setzen ab jetzt voraus, dass entweder ein lineares Modell zu 16sen ist oder ein
nichtlineares, fiir das Cy;,, aus (B) sinnvolle Werte liefert (siche Abschnitt BZ2Z4)).
Sollten diese Bedingungen nicht erfiillt sein, sind alle folgenden Uberlegungen zur
Einbindung von CY;, in die Strategie zu ignorieren.

Die Teilsysteme werden wie bisher auf dem gesamten raumlichen Gitter M gelost.
Die aufzutrennenden Verbindungen miissen deshalb in jedem lokalen Reaktions-
graphen Ry, v =1,..., M, schwach sein. Aufgrund der hohen Anzahl rdumlicher
Knoten ist es nicht moglich, alle Ry, zu analysieren und daraus eine globale Auf-
teilung zu ermitteln.

Wir fassen statt dessen die lokalen Reaktionsgraphen zu einem représentierenden
Graphen R zusammen. Fiir die Matrizen bedeutet dies

A— A mit A e RVSNs (4.1)

wobei A als Adjazenzmatrix eines ungerichteten Graphen obere Dreiecksform
besitzen soll.

Eine sinnvolle Wahl zur Identifizierung global schwacher Verbindungen zwischen
den einzelnen Spezies ist

max {‘Akl‘a‘AlkH fﬁrizl,...,NS,j:i,...,NS,
{k,le{1,...,n}:
~ k mod ]\fs:’i7

Ay = {1 mod Ns=i) (4.2)
0 sonst.

Das Gewicht der Kanten von R entspricht also dem betragsméflig maximalen
Gewicht der betreffenden Kanten iiber alle lokalen Reaktionsgraphen Rg,. Das
bedeutet insbesondere, dass Kanten in R mit kleinen Gewichten aufgetrennt wer-
den konnen.

Bei der konkreten Bestimmung der Teilgraphen stellt sich die Frage, was der
Ausdruck ,kleines Gewicht* in diesem Zusammenhang bedeutet. Wir betrachten
zwei Moglichkeiten, um die Grole der Kantengewichte zu beurteilen:

1. Das Gewicht einer aufzutrennenden Kantenmenge ist klein, wenn das Igno-
rieren dieser Kanten zu einem modifizierte Newton-Verfahren fiihrt, zu des-
sen Losung nur geringfiigig mehr Newtonschritte notig sind als fiir das volle
System. Als Indikator dient die Kontraktionszahl Cj;, aus (B6). Kanten
werden aufgetrennt, solange

Ciin < C0° (4.3)

lin

mit einer vorgegebenen Schranke C%% > (.
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2. Das Gewicht einer aufzutrennenden Kantenmenge ist klein, wenn es einen
gegebenen Anteil des Gesamtgewichts von A nicht iiberschreitet, d.h. wenn
fir alle7,7=1,..., Ng

(Arem) | < e |4] (1.9

mit vorgegebenem ¢! > 0 gilt. In Etrenn sind dabei nur die Elemente

aus A eingetragen, die vernachlissigt werden sollen. )Z) bezeichnet das

Gesamtgewicht des Graphen Z, d.h.

Im Falle ihrer Anwendbarkeit ist die erste Moglichkeit ,exakter® als die zweite.
So kann man z.B. Kanten auftrennen, solange

Clm < 1- 1075

erfiillt ist. Schon nach wenigen zusétzlichen Newtonschritten wird der Fehler ge-
méf (B7) das Abbruchkriterium fiir das Newton-Verfahren erfiillen.

Allerdings ist diese Moglichkeit recht aufwéndig und es gelten die oben beschriebe-
nen Einschrinkungen im nichtlinearen Fall (sieche Abschnitt B2). Fiir jede mog-
liche Aufteilung, die der Algorithmus von Stoer und Wagner vorschlédgt, miis-
sen zudem die Matrizen J; und Ji neu bestimmt und die beiden Singulédrwerte
Omaz (Jr) und 0., (J4) neu berechnet werden.

Die Singuldrwerte konnen in M++ mit dem Von-Mises-Verfahren [19] ermittelt
werden. Dabei handelt es sich um ein iteratives Verfahren, dass einen Naherungs-
wert von 0y, bzZw. 0y, in sehr wenigen Schritten (1 — 3) findet. Der Hauptauf-
wand bei der Berechnung von Cj;, steckt deshalb in der Ermittlung der Blocke
und dem Kopieren von J in J; und Jg.

Die zweite Moglichkeit ist demgegeniiber sehr schnell zu berechnen und fiihr-
te in Testsimulationen ebenfalls zu akzeptablen Ergebnissen. Allerdings besteht
hier die Gefahr eines nichtkonvergenten Verfahrens. Man wird deshalb die obere
Schranke €7¢! vorsichtig wihlen und lieber ein gewisses Einsparpotential durch
eine mogliche weitere Aufteilung ungenutzt lassen.

Es besteht auch die Moglichkeit, zur adaptiven Bestimmung von €7¢! eine ihnliche
Vorgehensweise wie beim zeitadaptiven Verfahren aus Abschnitt Bl zu verwen-
den. Vor dem Start der Simulation sind €}’ sowie Schranken €5’ ;. und €5’ ..

vorzugeben. Als Indikator fiir die Veriinderung von €' dient wieder die Anzahl
der Newtonschritte N.S.
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B liegen, wird €7 mit dem Faktor fact? >
1 multipliziert. Falls sie NSZ  iiberschreitet, erfolgt eine Multiplikation mit
fact? < 1. Dabei soll €' die Schranken €7 . nicht unter- und €% nicht

B,min B,mazx
iiberschreiten.

Sollte sie unter einem gegebenen NS5

Bemerkung 4.3. Wir verwenden hier bewusst das oben angegebene Kriterium
() und nicht etwa das auch mogliche

)Avtrenn

< el )Z‘

Diese Wahl ist mit der Beobachtung aus Abschnitt (Tabelle BH) begriindet.
Dort wurde festgestellt, dass die Anzahl der vernachlissigten schwachen Verbin-
dungen keine Rolle spielt, sondern nur deren maximale Stérke.

Aufgrund der beiden oben beschriebenen Einschrankungen der Verfahren mit
den Abbruchkriterien (3)) bzw. (4] (hohe Rechenzeit bzw. fehlende Exaktheit)
empfiehlt sich im Falle der Anwendbarkeit von (f23)) eine Kombination der beiden
Kriterien:

Die vom Algorithmus von Stoer und Wagner vorgeschlagene Kantenmenge wird
aufgetrennt, falls eine der folgenden beiden Bedingungen fiir alle ¢, j = 1,..., Ng
erfiillt ist:

A rel
(Atrenn) . S €B71
2]

21) < (Awen) < i 21) und Gy < CI% (4.6)
ij

/Nl‘ oder (4.5)

rel

€B1 lin

Sehr schwache Verbindungen mit (EH) werden hier ohne Priifung des Konver-
genzkriteriums Cj;, vernachlissigt, sehr starke mit

1 rel
<Atrenn) . Z ‘5372
)

Zx‘ Vi.j=1,... Ng

bleiben erhalten. Die zeitaufwiindige Uberpriifung von Cy;, erfolgt nur, falls das
Gewicht der maximal aufgetrennten Kante im Intervall aus Gleichung (E£6]) liegt.

Bei geeigneter Wahl der beiden Schranken eTBFfI und 67]:36}2 kombiniert diese Vorge-

hensweise die Vorteile der Kriterien (f3]) und (E4]). Verglichen mit der ausschlief3-
lichen Verwendung von (f3]) entsteht eine sehr effiziente Entkopplungsstrategie,
bei der die Konsistenz des Verfahrens immer noch gewéhrleistet bleibt.

Zusammenfassung 4.4. Zusammenfassend lautet die automatische Entkopp-
lungsstrategie zur Erkennung schwacher Verbindungen wie folgt:

1. Bestimme die Adjazenzmatrix A des reprasentierenden Reaktionsgraphen

R gemiB (@) und E3).
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2. Bilde Teilsysteme durch Aufteilung des Graphen R mit dem Algorithmus
von Stoer und Wagner aus L2l Dabei wird der Graph partitioniert, solange
nur Kanten aufgetrennt werden, die

(a) zu einer Kontraktionszahl Cj;, mit

— lin
fithren mit einer vorgegebenen Schranke C}7** > 0 oder

(b) zu einer Matrix Ayponn fithren mit

A rel
(Atrenn> . S €p
v

Z‘ Vi.j=1.....Ng

mit vorgegebenem %<t > 0.

Die beiden Kriterien kénnen durch Anwendung von (a) im Intervall (@) und (b)
in (E3) kombiniert werden.

4.2.3 Beispielsimulationen

Wir betrachten wieder die schon in Abschnitt B3 verwendete Simulation aus Bei-
spiel B mit der kleinen Zeitschrittweite At = 0,01 s. Zwar kann hier kein grofler
Rechenzeitgewinn erzielt werden, die Strategie lasst sich aber gut analysieren. Um
die Funktionsfahigkeit der in L2 entwickelten automatischen Entkopplungsstra-
tegie besser testen zu kénnen, werden variable Damkohlerzahlen verwendet. Der
zeitliche Verlauf der Da ist fiir die sechs Reaktionen in Tabelle 24| angegeben.

Tabelle 4.4: Variation der Damkohlerzahlen fiir die Testsimulation im Intervall
0 <t<15s. Firt > 15 s wird die Tabelle periodisch fortgesetzt.

Zeitintervall [s] | Da(R;) Da(R2) Da(R3) Da(R4) Da(Rs) Da(Rg)
0-1 0 0 0 0 0 0
1-2 1000 0 0 0 0 0
2 -3 1000 0 0 1000 0 0
3 -4 1000 1 0 1000 0 0
4 -5 1000 1 0 1000 1 0
5 -6 1000 1 1000 1000 1 0

6 - 10 1000 1 1000 1000 1 1000
10 - 11 0 1 1000 1000 1 1000
11 - 12 0 1 1000 0 1 1000
12 - 13 0 0 1000 0 1 1000
13 - 14 0 0 1000 0 0 1000
14 - 15 0 0 0 0 0 1000
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In den Simulationen werden nur (fast) verschwindende Kopplungen gemifl Kri-
terium () aufgetrennt. Als Schranke fiir die Aufteilung wurde

et = 1-107%
gewihlt. Eine Anwendung des Kriteriums (E3]) mit

cper = 1-107° (4.7)
liefert die gleiche Aufteilung des linearen Gleichungssystems, verursacht jedoch
deutlich langere Rechenzeiten.

Tabelle zeigt die Performance bei Verwendung von BiC'GStab mit einem
symmetrischen GauB-Seidel-Verfahren (ein Schritt) als Vorkonditionierer. Dabei
wurden das volle Newton-Verfahren ohne Aufteilung sowie das modifizierte mit
automatischer Aufteilung wie oben beschrieben und teilweiser Assemblierung der
Jacobi-Matrix verwendet.

Tabelle 4.5: Performance fiir akademisches Testbeispiel mit variablen Damkohler-
zahlen aus Tabelle L4l und automatischer Entkopplung mit den Bezeichnungen
aus Tabelle

Loser Konfiguration Assemblierung | NS/T'S Ass LS Ges

BiCGStab (A...L) vollstéandig 2,9 295 123 442
BiCGStab | automatisch Ja 2,9 336 71 422

Die Assemblierungszeit steigt um 41 Minuten. Davon entfallen ca. 20 Minuten
auf das Kopieren der Gesamtmatrix in die Teilmatrizen und 21 Minuten auf das
Finden der Teilsysteme mit der oben beschriebenen Strategie. Das entspricht etwa
5,2 % der Rechenzeit.

Die Zeit fiir den linearen Loser verringert sich bei Aufteilung auf ca. 59 % des
urspriinglichen Wertes. Bei den Beispielsimulationen in Abschnitt war diese
Einsparung teilweise deutlich héher, jedoch wurden dort auch Reaktionen mit
Damkohlerzahlen Da = 1 vernachléssigt.

In diesem Beispiel wére es durch Wahl einer hoheren Schranke eg auch moglich,
die schwachen Reaktionen R, und Rj; immer aufzutrennen. Allerdings hétte das
eine Erhohung der Anzahl der Newtonschritte pro Zeitschritt vom 3,0 auf 3,9
zur Folge. Wegen des stark ansteigenden Assemblierungsaufwandes wiirde das
entkoppelte Verfahren dhnlich wie in den Beispielen aus Tabelle BI0 eine deutlich
hohere Gesamtzeit benotigen als das urspriingliche.

Selbst bei der vorsichtigen Auftrennung kann nur ein geringfiigiger Gewinn von
etwa 4,3 % erzielt werden. Ursache ist auch hier die bereits beschriebene Domi-
nanz der Transportterme in der Assemblierung.
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Die Wirkungsweise der automatischen Entkopplungsstrategie kann an Abbildung
B4 abgelesen werden. In der ersten Sekunde der Simulation finden keine Reak-
tionen statt, so dass fiir jede Spezies ein eigenes Teilsystem gelost werden kann
(Nr = 12). Im Folgenden werden immer mehr Reaktionen zugeschaltet (verglei-
che Tabelle L4]) und die Anzahl der Teilsysteme sinkt ab t = 6 s auf Np = 1. Es
wird also das volle System gelost.

Abbildung 4.4: Anzahl der Teilsysteme Np fiir die Simulation mit Damkdhler-
Zahlen aus Tabelle 41

Ab t = 10 s werden Reaktionen deaktiviert und die Anzahl der Teilsysteme steigt
wieder auf Ny = 12. Fiir ¢ > 15 s wiederholt sich dieses Verhalten.






Kapitel 5

Praxisorientierte Simulationen

Im abschlieSenden fiinften Kapitel werden zwei praxisorientierte Simulationen
durchgefiihrt. Mit ihrer Hilfe soll das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren an
relevanten Beispielen getestet werden.

Beim ersten Beispiel, dem EDTA-Problem, handelt es sich um eine Simulation
ohne Fluss. Wir ermitteln die Losung des reaktiven Modells im Zweidimensiona-
len und vergleichen die Performance des Entkopplungsverfahrens mit und ohne
Zeitadaption nochmals mit den Ergebnissen aus [47], wo die gleiche Simulation
bereits im Eindimensionalen durchgefiihrt wurde.

Beim nachfolgenden Barriere-Problem wird das Verfahren auf eine echte zweidi-
mensionale Simulation angewandt. Hier werden die Ergebnisse geplottet und die
Performance des Entkopplungsverfahrens fiir verschiedene Parameter dokumen-
tiert.

5.1 Das EDTA-Problem

In [59] wurde auf Basis der Artikel [15] und [25] ein Problem vorgestellt, dass
Reaktionen mit dem Stoff Ethylendiamintetraessigsédure (F DT A, Summenformel
C190H16N20g) im Boden modelliert. EDT A dient als Reinigungs- und Bleichmittel
und wird auch als Konservierungsmittel eingesetzt.

Der Stoff ist fiir Menschen unbedenklich. Falls er jedoch iiber Abwisser in die
Umwelt gelangt, kann er dort grofle Schiden verursachen. So entstehen in konta-
minierten Béden und im Grundwasser vermehrt Mikroorganismen, die sich von
den Abbauprodukten Kohlenstoff und Stickstoff erndhren, wodurch die natiirliche
Biodiversitit des Mediums nachhaltig gestort wird.

Das von EDT A ausgehende Hauptrisiko fiir Mensch und Umwelt besteht jedoch
in seiner Eigenschaft als Komplexbildner. Der Stoff geht sehr stabile Bindungen
mit mindestens 2—fach positiv geladenen Kationen ein und bildet sogenannte
Metallkomplexe.



62 KAPITEL 5. PRAXISORIENTIERTE SIMULATIONEN

Aufgrund dieser Eigenschaft ist FDTA in der Lage, fest im Boden gebundene
Schwermetallsalze zu l6sen und in das Grundwasser zu transportieren. Dort zer-
fallt das EDT A und setzt die hochgiftigen Schwermetalle wieder frei. Eine Vor-
hersage der Boden- und Grundwasserverschmutzung durch EDT A ist deshalb
von groflem Interesse.

5.1.1 Problembeschreibung

Betrachtet wird der in [15] und [25] beschriebene Abbau des Metallkomplexes
Co(I1I) EDT A (aq) mit Hilfe von positiv und negativ geladenen Schwefelionen.
Das EDT A hat sich hier mit Cobalt-Ionen gebunden und diese aus dem Boden
gelost. C'o wird z.B. in der Riistungsindustrie zur Erhohung der Warme- und
Verschleissfestigkeit von legierten Stdhlen verwendet. Riicksténde dieses Stoffes
werden deshalb oft in militérisch genutzten Gebieten gefunden.

Zur Simulation der Reaktionen gehen wir von einem Modell mit 14 Spezies und
10 Reaktionen aus, die aus [15] und [25] entnommen wurden:
Ry : Co(I1) (aq) + Sheq = Speg-Co,
Ry : Co(II) EDTA (aq) + Spos = Spes—Co(I1) EDTA,
Ry:  Fe(III)EDTA(aq) + Sps = Spos_Fe(III)EDTA (aq),
Ri:  EDTA(aq) + Syos Spos_ EDTA,
Rs : Co (III) EDT A (aq) + Spos Spos—Co (111) EDT A,
Rs:  Sps_Co(II)EDTA Co (IT) (ag) + Syes_ EDT A,
Ri: Sy EDTA Fe(I11)_ EDTA (aq) + Sy,
Rs : Co(I1) EDT A (aq) Co(I11)EDTA (aq),
Ry : Fe(11I)_EDTA (aq) + 60 3C0O4 + Biomasse,
Ry : EDTA (aq) + 604 3C 0, + Biomasse.

1

1

L

Die Schreibweise der Pfeile entspricht der aus [47]: = repriisentiert schnelle kine-
tische Reaktionen, < langsame kinetische Reaktionen und — Abbaureaktionen,
wobei R; und Ry kinetische Reaktionen sind, Rg und R;q unumkehrbare Monod-
Reaktionen.

Die Parameter der zehn Reaktionen R; bis Ry werden geméafl Tabelle BTl gesetzt.
Es findet kein Fluss statt, d.h. D := 0, q := 0 und es gelten die Anfangswerte
aus Tabelle

Abbildung B.T] zeigt das Reaktionsnetzwerk R fiir das £ DT A—Problem. Zusam-
men mit den Reaktionsgleichungen R; bis Ry, ist zu erkennen, dass den Schwe-
felionen Sy, (1) und Spes (K) eine zentrale Bedeutung zukommt.

Die Reaktion Ry mit S, lauft nach Tabelle blebenso wie die Reaktionen R, bis
Rs mit Sp,s sehr schnell ab, wihrend Rg bis Rg iiber deutlich kleinere Reaktions-
raten verfiigen. Das Reaktionsnetzwerk sollte also auch hier zumindest zeitweise
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Tabelle 5.1: Reaktionsparameter fiir das £ DT A—Problem. Die Vorwérts- und
Riickwirtsraten k7 bzw. k® werden ebenso wie fiymq, in 1 /h angegeben, K, und

Ky, in mM/I.
Reaktion Parameter
R, kT =12000, kP = 1000,
R k! = 25000, k= 1000,
R3 Ef =9000, k®= 1000,
R4 kS = 25000, kb= 1000,
Rs kS =2.500, k®= 1000,
R k=1, kb>=0,001,
R, Ef =25 kb=o,
Rs Ef =0,001, kb=0,
Ry Pmaz = 2,5-107% Ky =1,0-107%, Ky, = 1,0- 1075,
Ry Pnaz = 2,5-1072, Ky, =1,0-107°, Ky, = 1,0- 1075,

Tabelle 5.2: Ubersicht iiber Spezies und Anfangswerte fiir das EDT A-Problem.

Nr. Spezies Kiirzel | mob/imob | Anfangswert
1 Co(Il)(aq) A mobil 0
2 Co(II) EDTA (aq) B mobil 0,032
3 Fe(IIl) EDTA (aq) C mobil 0
4 EDTA/ (aq) D mobil 0
5 Co(III)EDTA (aq) E mobil 0
6 O F mobil 0,256
7 COq G mobil 0
8 Speg—Co H immobil 0
9 Sheg I immobil 0,0011
10 Spos_Co(IT) EDTA J immobil 0
11 Spos K immobil 0,016
12 Spos—Fe(III) EDT A (aq) L mobil 0
13 Spos—EDTA M immobil 0
14 Sy0,_Co(III) EDT A N immobil 0
15 Biomasse O immobil 0,02
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in mehrere Teilsysteme zerfallen, wobei die Aufteilung des Gesamtsystems anders
als in Beispiel B.7 nicht ohne weiteres vorhergesagt werden kann.

Abbildung 5.1: Reaktionsnetzwerk R fiir das £ DT A—Problem.

5.1.2 Performance des Verfahrens

Tabelle dokumentiert die Performance des Verfahrens bei der Losung des
EDTA-Problems. Dabei wurden in Ubereinstimmung mit der Dissertation [47,
6.2.2] die Berechnungen bis zum Endzeitpunkt 7' = 50 h durchgefiihrt. Auf eine
Simulation bis 7" = 2300 h wurde aufgrund der hohen Rechenzeiten verzichtet.
Die Zeitschrittweite At wurde konstant mit

At = 0,001 h
und adaptiv nach dem Verfahren aus 1] mit
Atpin := 0,001 h, NS, in = 3, fact; := 2,0,
At ez == 0,05 h, NSaz =10, facty :=0,5,
gewahlt.
Das lineare Gleichungssystem wurde fiir alle Zeitschrittweiten voll gelést (ohne

Aufteilung) und mit automatischer Aufteilung wie in beschrieben mit den
beiden durch die oberen Schranken

Cpet = 1-107%,
Cpas = 1-107°,

el = 51078,
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gegebenen Entkopplungsstrategien.

Die sehr kleine Wahl von €7 bewirkt, dass nur Verbindungen zwischen Spezies
getrennt werden, die ohnehin anndhernd wegfallen. Damit soll verhindert werden,
dass bei der zu erwartenden Dominanz der Assemblierungszeit gegeniiber der Zeit
fiir den linearen Loser ein zu starker Anstieg der Assemblierungszeit zu einer
Verschlechterung der Gesamtperformance fiihrt.

12
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Abbildung 5.2: Anzahl der Teilsysteme Np in Abhéngigkeit von der Zeit fiir das
EDTA-Problem bei fester Zeitschrittweite mit At = 0,001 A mit unterschiedlicher
Aufteilungsstrategie.

Abbildung visualisiert die Anzahl der Teilsysteme Np in Abhéngigkeit von
der Zeit. Dabei zeigt sich, dass fiir At = 0,001 h und C™%*® = 1-10~* wihrend des
grofiten Teils der Simulation das lineare Gleichungssystem in sechs Teilsysteme
aufgeteilt wird. Diese lauten

(A) (HI)(BCDEJKLMN) (F) (G) (O).

Hier wurden Ry und Rjy und teilweise R; vernachléssigt, wobei die Bindung
zwischen den Spezies H und I (Syey—Co und S,.,) von Ry erhalten bleibt. Die
automatische Entkopplungsstrategie teilt also nicht exakt nach Reaktionen auf.
Die zweite Kurve zeigt Ny fiir At = 0,001 A und C™%® = 1-107°. Sie fiihrt zu
einer Aufteilung in die fiinf Teilsysteme

(AHI)(BCDEJKLMN) (F)(G)(O).
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Verglichen mit oben bleibt die volle Reaktion R; (AHI) erhalten. Die Verrin-
gerung der Schranke C™% von 1-107* auf 1-107° fiihrt also zu einer weniger
starken Aufteilung.

Fiir die letzte Kurve wurde schlieflich die einfache Entkopplungsstrategie mit
el =1-107® verwendet. Das Gleichungssystem wird in die vier Teilsysteme

(ABCDEHIJKLMN) (F) (G) (O)

partitioniert. Es werden nur die beiden Monod-Reaktionen Ry und R;q vernach-
lassigt.

Abbildung visualisiert den Verlauf von Ny unter Verwendung der Schrittwei-
tensteuerung. Dabei wird die maximale Zeitschrittweite bereits nach weniger als
10 s angenommen.
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Abbildung 5.3: Anzahl der Teilsysteme Np in Abhédngigkeit von der Zeit fiir das
EDTA-Problem bei adaptiver Zeitschrittweite mit unterschiedlicher Aufteilungs-
strategie.

Die Kurve fiir 7! ist identisch mit der aus Abbildung B2 (feste Zeitschrittweite),
wohingegen die fiir C7"** und C§"** einen etwas anderen Verlauf nehmen. Wich-
tigster Unterschied ist die Verringerung der Anzahl der Teilsysteme Np von 6 auf
5 bei t &~ 31 h. Das groflere At fiihrt folglich dazu, dass nicht mehr ganz so stark
aufgeteilt werden kann.

Die beiden Abbildungen B2 und B3 zeigen auch, dass die Strategie (E3]), bei der

Clin als Indikator dient, auf das nichtlineare EDTA-Beispiel angewandt werden
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kann. Es entstehen sinnvolle Aufteilungen und auch die Anzahl der Teilsysteme
rel

scheint im Vergleich zur Strategie (4] mit €' plausibel.

Nach der Analyse der Blockbildungen wollen wir nun die Performance der einzel-
nen Strategien betrachten. Diese ist in der bereits bekannten Form in Tabelle
dokumentiert.

Tabelle 5.3: Performance fiir das EDTA-Beispiel mit der Anzahl von Zeitschritten
TS, Zeit fiir die automatische Ermittlung der Aufteilung des Gesamtsystems Auto
und den iibrigen Bezeichnungen aus Tabelle B8

At[h]  Aufteilungsstrategie | 7S | NS/TS Ass Auto LS Ges
0,001 — 50.000 1,29 186 - 76 284
0,001 el =1-10"8 50.000 2,29 198 19 41 279
0,001 cmer =1.1071 50.000 3,91 466 992 37 1.518
0,001 cmar =1.107° 50.000 2,57 260 681 39 1.001
adaptiv — 1.009 1,63 5 - 2 8
adaptiv. il =1.1078 1.009 | 2,63 5 1 1 8
adaptiv cmar =1.1074 31.973 5,61 461 633 30 1145
adaptiv cmar = 1.107° 1.182 5,43 14 16 3 39

Der Vergleich der oberen und unteren Hélfte der Tabelle zeigt sofort die grofie
Zeitersparnis des zeitadaptiven Verfahrens. Die Simulation muss zwar aus Kon-
vergenzgriinden mit der niedrigen Schrittweite At = 0,001 h gestartet werden,
kann aber wie bereits erwdhnt sehr schnell auf den maximal zulédssigen Wert
At ez = 0,05 h erhoht werden. So ergibt sich eine Beschleunigung um das bis zu
35—fache.

Die Aufteilung des Gleichungssystems hat bei Verwendung von ¢! wie erwartet

keinen groflen Einfluss auf die Rechenzeit. Die Ursache fiir den geringen Gewinn
durch das Entkopplungsverfahren ist wie schon in den vorherigen Beispielen die
geringe Anzahl von Iterationsschritten des verwendeten iterativen linearen Lo-
sers (BiCGStab mit symmetrischem GauB-Seidel-Verfahren als Vorkonditionie-
rer). Die Konditionszahl der vollbesetzten Jacobi-Matrix liegt bei

k(J) =~ 16.

BiC'GStab bendtigt daher weniger als fiinf Schritte zur Losung des linearen Glei-
chungssystems, wodurch die Dominanz der Assemblierungszeiten zu erkldren ist.

Die zweite Entkopplungsstrategie mit CY;,, verursacht hingegen sehr viel hchere
Rechenzeiten. Obwohl sie theoretisch abgesichert nur auf lineare Modelle anwend-
bar ist, liefert sie fiir das nichtlineare £ DT A—Problem brauchbare Aufteilungen
des Gesamtsystems.
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5.2 Das Barriere-Problem

1997 wurde von Bannett [3] ein Modell entwickelt, mit dessen Hilfe die Reini-
gung des Grundwassers von Trichlorethylen (TCE) und sechswertigem Chrom
sowie deren umweltschidlichen Abbauprodukten simuliert werden kann. Anlass
fiir diese Bemiihungen war eine Kontamination des Grundwassers auf einem ehe-
maligen Flughafengelédnde in Elisabeth City im US-Bundesstaat North Carolina.
Dort waren in einer Werkhalle, in der Metallpanzerungen hergestellt wurden,
die genannten Schadstoffe in grofen Mengen ausgetreten und drohten den nahe
gelegenen Pasquotank River zu verschmutzen.

Bannett schlug vor, zwischen Werkhalle und Fluss eine 60 cm dicke reaktive Bar-
riere aus Eisengranulat (Fe’ (s)) zu installieren. Das kontaminierte Grundwasser
flieSt durch die Barriere, die Schadstoffe reagieren mit dem Eisengranulat zu un-
bedenklichen Stoffen und gelangen schlieSlich in den Fluss.

Entsprechende numerische Simulationen wurden bereits von Mayer [44, 1999] und
Blowes und Mayer [7, 1999] durchgefiihrt. Grundlage fiir die folgenden Berech-
nungen bildet der Artikel [45, 2001].

5.2.1 Problembeschreibung

Wir betrachten einen vertikalen zweidimensionalen Schnitt durch den Grundwas-
serleiter, der sich in einer Tiefe von —4 bis —7 Metern befindet und von der
Werkhalle bis zum Fluss reicht. Am linken Rand befindet sich die Kontaminati-
onsstelle, am rechten der Pasquotank River und zwischen den beiden die reaktive

Barriere (siehe Abbildung B4)).

Die schraffiert gezeichnete Barriere (1,8 m < x; < 2,4 m) besteht aus drei Teilen,
die sich durch ihre hydraulische Leitfahigkeit und Porositdat unterscheiden:

1,2-107 2 fiir —5,5m <axy < —4,0m,

K = 1,2-10’3% fir —6,5m <xzy < —5,5m,
1,2-107° 2 fiir —7,0m <y <—6.5m.
o — 0,5 fir —6,5m <z < —4,0m,
0,38 fiir —7,0m < a5 < —6,5m.

Vor und hinter der Barriere gilt

K = 1,2-10°"2

S
0 = 0,38

Die Fluss-Randbedingungen werden am linken Rand durch einen durchschnitt-
lichen hydraulischen Gradienten von 0,0022 gesetzt. Am rechten Rand gelten
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homogene Neumann-Randbedingungen, am oberen und unteren homogene Fluss-
Randbedingungen. Es stellt sich das Fliefifeld aus Abbildung ein.

Zur Simulation der Reaktionen wird ein Modell mit 21 Spezies und 10 Reaktionen
geméifl Tabelle B.4] verwendet.

Tabelle 5.4: Reaktionen fiir das Barriere-Problem.

Nr | Reaktion

1 | Fe¥(s) + CrO;” +6HT —  Fet +Cr(OH)S +2H,0

2 | Fe¥(s)+0,3025CoHCLy  —  Fe?T +0,07CoH2Cly
+1,2325H+ +0, 9395, g + 0,7675C1~

3 Fed ( )+CQHQOZQ+H+ — F€2++CQH3CZ+CZ_

4 Fed (S) 102H30l+ 3H+ — F€2++lCQH6+%Cl_

5 | Fe®(s)+ 102 (aq) + 3H+ —  Fe*t + SHy0 + Hs (aq)

6 | Fe’(s)+ 3NO +BHY - Fet+INH] +2H,0

7 | Fel(s)+ 1502* 9H+ —  Fe** 4+ 1HS- 4+ Hy,0

8 | Fe(s) + thCHQO +2HT —  Fe?t 4 5CHy (aq) + %HQO

9 | Fe(s)+ 10053 + 2H* —  Fe?* + 1CHy (aq) + $H20

10 | Fe¥(s) + 2H+ —  Fe*T + Hj (aq)

In [45] wurde auf Diffusion und Dispersion verzichtet. Aus Konvergenzgriinden
setzen wir im Tensor (27)

B = 0,02.

Diese Wahl beeinflusst lediglich die Diffusion in Fluss-Richtung. Die Simulati-
onsergebnisse werden dadurch kaum verfalscht. Ohne diese zusétzliche Diffusion
wiirden bei den Berechnungen mit den verwendeten konformen Finiten Elemen-
ten starke Oszillationen entstehen. Durch die obige Wahl von (3, werden diese
gerade vermieden.

Tabelle 5.5: Ratenkonstanten & und Damkohler-Zahlen Da fiir die zehn Reaktio-
nen aus Tabelle B4

Nr | logk | Da Nr | logk | Da
1 6,0 | 4,00- 10" 6 | —2,5[1,26-10%
2 | =3,1|3,18-10° 7 | -3,5(1,26-10°
3 | —4,1|3,18-10? 8 | —4,717,98-10!
4 | -3,312,00-103 9 | —4,77,98-10!
5 6,5 | 1,26-10% 10 | =7,312,00-107¢

Die Ratenkonstanten der Reaktionen sind inklusive der Damkdéhler-Zahlen in Ta-
belle verzeichnet. Es ist zu erkennen, dass die Reaktionen 1 und 5 sehr grofe
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Damkohler-Zahlen besitzen, wahrend die der restlichen Reaktionen wesentlich
kleiner sind. Diese Tatsache lasst hoffen, dass mit Hilfe des modifizierten Newton-
Verfahren deutliche Einsparungen in den Rechenzeiten zu erzielen sind.

Die Randwerte der Stoffkonzentrationen am linken Rand héngen von der Tiefe ab.
Deshalb wird dieser Randteil in die sieben Bereiche RW'1 bis RW 7 aus Tabelle 5.0l
unterteilt. Die Dirichlet-Randwerte sind in Tabelle B2 dokumentiert. Am oberen
und unteren Rand gelten homogene Fluss-Randbedingungen, am rechten Rand
homogene Neumann-Randbedingungen.

Tabelle 5.6: Bereich fiir Dirichlet-Randwerte fiir das Barriere-Beispiel am linken

Rand.

Bezeichnung Bereich (x = 0)
RW1 | —4,25<y< —4,00
RW 2 —4,75 <y < —4,25
RW 3 | —=5,25 <y < —4,75
RW 4 | —5,75<y < —5,25
RW 5 | —6,25<y < —5,75
RW 6 | —6,75 < y < —6,25
RW 7 —7,00 <y < —6,75

Tabelle 5.7: Dirichlet-Randwerte fiir das Barriere-Beispiel am linken Rand.

Spezies RW 1 RW 2 RW 3 RW 4 RW 5 RW 6 RW 7

ot 1,0-10> | 1,0-107° 1,0-10~® [ 1,0-107% [1,0-107° | 1,0-107° [ 1,0-107°
Ccro3- 5,8-107% [1,9-107° 3,7-107° | 4,8-107° | 9,8-10"° | 8,9-10°% |2,9.-10°8
Fe2t 1,7-107% | 5,6-107'% | 6,8-10717 | 1,4-10"13 | 2,5-107'3 | 6,9-10"™* | 2,5-10"1*
Fe3t 1,2-107'2 | 1,0-107*2 | 1,0-107'2 | 3,8-107*2 | 4,7-1072 | 3,3-1072 | 1,7-10712
Cr(OH); 2,2-107% [1,6-1078 1,5-107% | 1,1-1077 | 1,5-1077 |8,9-107% | 3,6-1078
TCE 2,0-107° | 3,6-107% |2,8-1077 |2,6-1077 | 2,0-107% | 2,3-107% | 4,7-1077
cis —1,2DCE | 5,2-107° | 5,2-107° 5,2-1079 | 9,3-107% | 1,4-107% | 3,0-107% | 5,7-1077
Ethan 1,7-10°7 | 1,7-10°7 | 1,7-10°7 | 1,7-10°7 |3,0-107% | 1,7-10°7 | 1,7-1077
Ve 8,0-1079 [8,0-107° [80-1077 [8,0-1077 [ 1,7-1077 [1,1-10°% [1,2-10°F
cl~ 4,2-107* | 5,9-1074 8,4-107% ] 2,3-107% | 4,0-107% | 2,0-107% | 7,4-107*
03 (aq) 9,1-107° |3,7-10° |6,3-107% | 1,6-107° | 8,1-107% | 1,1-107° | 2,5-107°
Hs (aq) 2,6-10731 | 1,9-1073* | 8,6-10732 | 2,0-1073' | 2,0-1073 | 1,0-1073 | 9,9.1073!
NO; 1,2-107° [1,2-107° 1,1-107° [4,6-107° [8,8-107° [2,7-107° [3,7-10°°
NHf 3,7-107' [ 1,3-1072* [ 2,7-107'* | 4,4-107° | 1,4-10"% | 1,2-1071° | 1,8.10°8
SOy~ 1,9-107% |3,3-107* |[5,3-107% |9,4-107* | 1,4-1073 | 3,2-107% | 8,4-107°
HS~ 5,5-10788 | 8,0-10719° | 3,8.1079 | 2,5-107%6 | 5,3-1078 | 4,0-107%8 | 1,9.1078°
CH>0 1,4-10% | 7,0-10°F° 4,8-107° [3,5-10° [7,8-10°° [ 1,0-10~% [5,0-107°
CHy (aq) 4,8-107% | 1,8-1076 3,9-107% |3,4-107% | 1,4-107% | 9,3-107% | 1,4-107°
coz~ 1,1-107% | 1,2-1073 1,2-107% | 1,9-107% | 2,0-107% | 3,0-1073% | 2,4-1073
Tracer 1,0-107° | 1,0-107° 1,0-107® | 1,0-10~® | 1,0-107° | 1,0-107° | 1,0-107°
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Fiir die Simulationen verwenden wir ein Gitter mit
K = 14700
Knoten und 29400 Elementen, was zu einer rdaumlichen Schrittweite von
h ~ 0,0404 m
fithrt. Fiir die Péclet- und Zell-Péclet-Zahl gilt

Pe = 250,
Per =~ 2,02.

Bemerkung 5.1. Im zugrunde liegenden Artikel [45] werden 16 weitere Mineral-
Reaktionen und 19 zusétzliche Spezies eingefiihrt. Diese sorgen dafiir, dass die
Reaktionsprodukte wie z.B. Cr (OH); und HS~ hinter der Barriere weiter ab-
gebaut werden. Wegen fehlender Rechnerkapazitidten (vor allem Speicherplatz)
wurde hier nur ein eingeschrénktes Modell verwendet.

5.2.2 Simulationsergebnisse

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Spezies einer schnellen und einer
langsamen Reaktion geplottet und diskutiert. Dabei dienen R1 mit Da = 4,00 -
10'?2 und R7 mit Da = 1,26 - 10% als Musterbeispiele.

Abbildung 58 zeigt die Spezies CrO?~ (oben) und Cr (OH); (unten), die beide
nur in der ersten Reaktion vorkommen. Nach Tabelle 57 strémt CrO3 ™ mit einer
maximalen Konzentration von 9, 8-107° mol/l von links in das Gebiet. Im Plot ist
zu erkennen, dass es in Richtung des besonders leitfihigen mittleren Abschnitts
(Fe (s)) reagiert. Die Konzentration fillt schlagartig auf Null ab,

Das Reaktionsprodukt Cr (OH );L flieft mit einer erheblich kleineren Konzentra-
tion von maximal 1,5 - 1072 mol/l ein. Es entsteht am linken Rand der Barriere

ebenso plétzlich wie CrOF~ dort verschwindet. Hinter der Barriere folgt es dem
FlieBfeld und verlasst €2.

Die relativ hohe Damkohler-Zahl der ersten Reaktion fiihrt also dazu, dass CrO;~
in einem sehr schmalen rdaumlichen Bereich mit den Eisengranulat der Barriere
und der iiberall vorhandenen H*-Ionen zu Cr (OH );, Fe*™ und Wasser reagiert.
Der Schadstoff wird dabei vollstandig aufgebraucht.

Ein ganz dhnliches Bild entsteht in Abbildung B (oben) fiir SOF~, das in Re-
aktion 7 mit F'e® (s) und HT zu Fe*", HS™ (unterer Plot der Abbildung) und
Wasser reagiert. Aufgrund der sehr viel kleineren Damkdohler-Zahl lduft die Reak-
tion jedoch nicht so schnell ab und der Stoff kann ein Stiick weit in die Barriere
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eindringen. Die Konzentrationswerte fallen wesentlich langsamer ab als in der
ersten Reaktion.

Entsprechend flach steigt die Konzentration des Produktes HS™ an. Sie erreicht
ihr Maximum spéter als das Cr (OH)3 von oben.

Die Reaktion ist jedoch so schnell, dass der Schadstoff auch hier vollsténdig ab-
gebaut werden kann und kein SO~ mehr den Bereich unter dem Fluss erreicht.

Wir verzichten auf Plots weiterer Spezies und verweisen fiir detailliertere Ausfiih-
rungen auf die zitierten Arbeiten.

5.2.3 Performance des Verfahrens

Die Zeitschrittweite wird bei den folgenden Berechnungen fest gewéhlt geméifl
At = 2,5-10% s

und adaptiv mit

Atpin = 2,5-10° s, NSpin =12,  fact; :==1,5,
Aty :=5,0-10% s, NS,ue:=20,  facty :=0,5.

Der Endzeitpunkt ist
T = 1,75-10" s ~ 202 d.

Es werden also bei fester Zeitschrittweite
TS = 70

Zeitschritte durchgefiihrt.
Bei T hat sich ein stationdrer Endzustand eingestellt. Ein Weiterrechnen wiirde
an den Ergebnissen nichts mehr &ndern.

Fiir die gewéhlten Parameter liegt die Courant-Zahl im Intervall
Cr € (7,43; 14,9).

Der Einsatz des in dieser Arbeit verwendeten impliziten Verfahrens ist also be-
rechtigt.

Bei der Simulation des Barriere-Problems soll erstmals die in Abschnitt
beschriebene adaptive Strategie zur Wahl der Aufteilungsschranke €75 angewandt

werden. Als Startwert setzen wir

et = 1-1079,
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was nach den Erfahrungen aus den bisherigen Simulationen einem nicht zu grofien
Wert entspricht. Die Grenzen seien

rel _
6B,min - 07
rel _
B,mazx - ]'7

so dass von keiner Aufteilung bis hin zu voller Aufteilung alle Moglichkeiten
angenommen werden konnen. Als Grenzen fiir die Newtonschritte wahlen wir
NSE., = 13,
NSE = 15
Die untere Schranke wurde hier mit Hilfe der Ergebnisse des vollen Newton-
Verfahrens gefunden. Die obere lédsst drei zusétzliche Newtonschritte im Vergleich
zum urspriinglichen Verfahren zu. Dieser Wert stellt sicher, dass die Aufteilung
nicht so stark ist, dass die zunehmende Assemblierungszeit den Gewinn im linea-
ren Loser kompensiert.
Fiir die beiden Multiplikatoren gilt

fact? = 10,
facty = 0,1

Diese Faktoren erscheinen recht hoch, haben sich jedoch in allen Testsimulationen
als zweckméafig erwiesen.

Tabelle dokumentiert die Performance der getesteten Verfahren. Sowohl bei
fester als auch bei adaptiver Zeitschrittweite halbiert sich die Rechenzeit bei Ver-
wendung des modifizierten Newton-Verfahrens, der lineare Loser ist etwa drei-
mal so schnell und die Assemblierungszeit ist geringfiigig hoher als beim vollen
Newton-Verfahren.

Tabelle 5.8: Performance fiir das Barriere-Beispiel mit fester und adaptiver Zeit-
schrittweite und Aufteilung des linearen Gleichungssystem. Es wurden die Be-
zeichnungen aus Tabelle verwendet.

At Aufteilung | TS | NS/TS Ass Auto LS Nr Ges
fest ohne 70 11,9 346 — 1116 1 1530
fest mit 70 12,8 378 5 365 13 775
adaptiv ohne 39 13,4 213 — 842 1 1098
adaptiv mit 39 13,7 223 3 290 13 533

Diese Erhohung der Assemblierungszeit wird zum einen durch die zusétzlich beno-
tigten Newtonschritte verursacht, zum anderen aber auch durch das Kopieren der
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Jacobi-Matrix in die Teilmatrizen. Hier zeigt sich die in Abschnitt B-T.4l beschrie-
bene Uberlegenheit des Kopierens im Vergleich zu einem Blockloser bei grofien
n. Es benotigt nur ca. 2 % der gesamten Assemblierungszeit.

Das automatische Ermitteln der Teilsysteme mit der verwendeten Strategie (e7')
benotigt nur fiinf bzw. drei Minuten und ist somit vernachléssigbar. Sowohl bei
fester als auch bei adaptiver Zeitschrittweite wird das Gesamtsystem in 13 Un-
tersysteme aufgeteilt. Es wird ein grofles lineares Gleichungssystem mit den zehn
Spezies
(H™, CrO3~, Fe**, Cr(OH)}, H,O, CoHCl3,
CoHyCly, 02(aq), Hs(ag), Fe(s))

verwendet und zwolf kleine mit je einer Spezies:

(F€2+) y (CQHG) s (CQHgCl) s
(©r),  (Noz),  (NHY),
(5027),  (HS),  (CH,0

),
(CHy (aq)), (CO%’) , (Tracer)

Durch diese Wahl verbleiben insbesondere alle Spezies der schnellen Reaktionen
Ry und Rj in einem Teilsystem. Selbst bei einer Vergréfierung der Schranke el

um drei GroBenordnungen wiirde keine weitere Aufteilung erfolgen.

Die Verwendung der fiir den linearen Fall bewiesene Abschitzung (B) wiirde
selbst mit der relativ groflen Schranke

Cmam — 1. 1073

lin
keine bessere Aufteilung liefern. Es wiirden sogar nur neun Teilsysteme verwendet
werden und die Zeit fiir die automatische Partitionierung ldge im Bereich der
Assemblierungszeit. Das modifizierte Verfahren wiirde mehr Zeit als das volle
benotigen. Diese Strategie muss deshalb auch hier als fiir nichtlineare Modelle
ungeeignet angesehen werden.

Der Vergleich der Verfahren mit festem und adaptivem At zeigt, dass sich die
Anzahl der Zeitschritte T'S von 70 auf 39 verringert. Trotz einer Erhohung der
Anzahl der Newtonschritte NS sinkt der Aufwand zur Assemblierung und fiir den
linearen Loser erheblich. Die Gesamtzeit verkleinert sich durch das zeitadaptive
Verfahren sowohl beim vollen Newton-Verfahren als auch beim modifizierten um
ca. 30 %.

Abschlieflend visualisiert Abbildung B.§ die Entwicklung der Anzahl der Newton-
schritte pro Zeitschritt fiir das volle und das modifizierte Newton-Verfahren ohne
(oberer Plot) und mit Zeitadaption (unterer Plot). Der Vergleich der Kurven mit
und ohne Adaption zeigt einen qualitativ &hnlichen Verlauf. Es ist auch zu er-
kennen, dass das modifizierte Verfahren mindestens so viele Schritte benétigt wie
das volle, meist aber einen mehr.
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Abbildung 5.8: Anzahl der Newtonschritte pro Zeitschritt fiir die Simulationen aus
Tabelle .8 Der obere Plot beinhaltet die Simulationen mit fester Zeitschrittweite
(obere Halfte der Tabelle), der untere die mit adaptiver Zeitschrittweite (untere
Halfte der Tabelle).



Anhang A

Implementierung

Die am Institut verwendete Simulationssoftware M+ + [63] sieht bereits das Losen
des durch (Z10), 11 und ([ZTI2) definierte nichtlinearen Gleichungssystems mit
dem Newtonverfahren vor. Als direkter linearer Loser kann unter anderem Super-
LU verwendet werden. Hierbei handelt es sich um den derzeit wohl effizientesten
frei verfiighbaren direkten Loser.

M++ stellt auch zahlreiche iterative Loser zur Verfiigung. In dieser Arbeit wer-
den ausschlieBlich GMRES und BiCGStab mit entsprechenden Vorkonditionie-
rern verwendet.

Als Programmiersprache dient C++ (objektorientiert).

Nachfolgend wird zunéchst eine an [33] orientierte erweiterte Anleitung zur Steue-
rung des modifizierten Newtonverfahrens mit Zeitadaption durch ein Skriptfile
angegeben. Mit Hilfe dieses Abschnittes kénnen insbesondere die Beispiele dieser
Arbeit nachvollzogen werden.

Anschlieend wird zunéchst das SuperL U-Verfahren vorgestellt. Dann sollen nach
einer Erklarung der Datenstrukturen von M++ die wichtigsten neu implemen-
tierten Funktionen aufgelistet und kurz kommentiert werden.

Alle Erweiterungen der Software, die im Rahmen dieser Arbeit programmiert
wurden, befinden sich in den Dateien SubSystems.h, SubSystems.C, Newton.h,
Newton.C, MultiSpec.C' und Richards.h und Fuler.C.

A.1 Skript-File

M++ liest die benotigten Daten, Koeffizienten und Parameter aus einem Skript-
File ein. Fiir das urspriingliche volle Newton-Verfahren wurde dies bereits in der
Diplomarbeit [33] beschrieben. Das zeitadaptive Entkopplungsverfahren erfordert
einige weitergehende Angaben:

79
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Allgemeine Parameter

Zunichst ist M++ mitzuteilen, welche Simulation durchgefiihrt werden soll:
SimID = 0

(0 ist der Standardwert). Tabelle [A]] zeigt die moglichen Werte von SimID fiir
die Beispiele aus den Kapiteln B, @l und Bl

Tabelle A.1: SimID der verschiedenen Simulationen.
SimID | Beschreibung
0 Eingabe aller Daten iiber das Skript-File (Standard).
Modell mit 12 Spezies und 6 Reaktionen aus Beispiel B
Lineares Modell mit 12 Spezies und 6 Reaktionen aus Beispiel Bl
Barriere-Problem aus Abschnitt
EDT A—Problem aus Abschnitt BTl

QY =[N —

Fiir diese Simulationen wurden Anfangs- und Randwerte direkt im Quelltext
gesetzt. Falls SimI D nicht angegeben wird, sind die Werte wie in [33] beschrieben
iiber das Skriptfile einzugeben.

Bei manchen Simulationen kann es sinnvoll sein, zur Losung der Richards-Glei-
chung und der reaktiven Transportgleichungen unterschiedliche lineare Loser zu
verwenden. In diesem Fall ist

dif ferent_lsolver = 0
auf 1 zu setzen. Der Loser fiir die Richards-Gleichung ist {iber
NewtonSolver_R
anzugeben, der fiir die Transportgleichungen iiber
NewtonSolver_T.
Die beiden in dieser Arbeit verwendeten Verfahren sind durch die Eingabe von

Newton_Solver_ X = BiCGStab bzw.

Newton_Solver_ X = superlu

mit X € {R, T} aufrufbar.

Das modifizierte Newton-Verfahren

Anschlieflend ist das zu verwendende Newton-Verfahren anzugeben. Dies erfolgt
in der Form
NewtonMethod = 0,
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Tabelle A.2: Wahl des Newton-Verfahrens mit NewtonM ethod.

NewtonMethod Funktion Beschreibung

0 NewtonSimple einfaches Newton-Verfahren ohne Aufteilung
(Standard)

1 NewtonBlock(A,x,1) | modif. Newton-Verfahren mit manueller
Aufteilung

2 NewtonBlock(A, x,0) | modif. Newton-Verfahren mit automatischer
Aufteilung

3 NewtonBroyden modif. Newton-Verfahren nach Broyden mit
manueller Aufteilung

wobei die Werte aus Tabelle [A.2] zuléssig sind. Der Standardwert ist auch hier 0,
so dass ohne Angabe von NewtonMethod das einfache Newton-Verfahren ohne
Aufteilung ausgefithrt wird.

Fiir NewtonMethod = 1 kann die Art der Aufteilung (Blockbildung) des linearen
Gleichungssystems mit dem Parameter

BlockType = 0

festgelegt werden. Die moglichen Werte sind in Tabelle [A-3] verzeichnet. Standard-
wert ist hier BlockType = 0 fiir NewtonMethod # 2. Fiir NewtonMethod = 2
ist BlockType = 2 voreingestellt und kann nicht gedndert werden.

Tabelle A.3: Wahl der Aufteilung des linearen Gleichungssystems (Blockbildung).

BlockType Ng Nrp Beschreibung

0 beliebig Ng (A...) voll gekoppelt (Standard)
1 beliebig 1 (A)... voll entkoppelt

62 6 2 (ABC) (DEF)

122 12 2 (A...1)(JKL)

123 12 3 (ABC) (DEF)(G...L)

124 12 4 (ABC) (DEF) (GHI) (JKL)

126 12 6 (AG) (BH) (CI)(DJ)(EK)(FL)

128 12 8 (AG) (B) (H)(CI)(DJ)(E)(K)(FL)
2 beliebig  variabel | Automatische Aufteilung

Mittels des Parameters
AssembleF'ull = 1

kann festgelegt werden, ob die Jacobi-Matrix voll assembliert werden soll (1,
Standard) oder nur die benétigten Eintrége (0).

Die Wahl der Entkopplungsstrategie erfolgt mit Hilfe von
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rel

BlockEpsilon_rel_min = 1-107% = €5,
BlockEpsilon_rel_-max = 1 = 67]:36}2,
alpha_mar = 1-107% = (Cmaz,

Falls nur die einfache Entkopplungsstrategie gemafl (E4]) durchgefiihrt werden
soll, ist
alpha_max = —1

zu wahlen.

Die Zeitadaption

Fiir die Steuerung der Zeitadaption sind folgende Parameter zu setzen:

nNewtonStepsl = 0 = NSuin,

nNewtonSteps2 = 0 = NSz,
factl = 1,5 = facty,
fact2 = 0,5 = fact,.

Die Startschrittweite wird mit
dt = ...

gesetzt, der minimale und maximale Wert mit

dt_min = ...,

dt_mazx =

Diese drei Werte sind immer anzugeben. Es existieren deshalb keine Standard-
schrittweiten. Selbstverstindlich muss

dt-min < dt < dt_max
gelten. Fiir
dt-min = di_max

findet keine Zeitadaption statt.

Adaptive Bestimmung von €

Die Aufteilungsschranke €7¢! wird mittels

nNewtonSteps1_. B = 0 = NSB, .

nNewtonSteps2_B 0 = NSB |
factl. B = 1,0 = fact®,
fact2.B = 0,1 = fact?,
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adaptiv bestimmt. Selbstverstindlich ist ein Startwert fiir 7! wie bereits be-

schrieben anzugeben. Als maximaler und minimaler Wert fiir €} dienen €7 und

rel
€f5 2 vOn oben.

Fiir
nNewtonStepsl_B = nNewtonSteps2_B

wird €5 nicht adaptiv veriindert. Der gewihlte Wert bleibt withrend der gesamten

Simulation konstant.

A.2 Das SuperLU-Verfahren

Ein sehr effizientes direktes Verfahren zur Losung grofler diinnbesetzter linearer
Gleichungssysteme ist SuperL U [40]. Es ist auf vielen Unix- und Linux-Systemen
vorinstalliert und sein Quellcode kann unter der Internetadresse [41] herunterge-
laden werden.

SuperL U berechnet eine Dreieckszerlegung
P.D.AD.P. = LU (A.1)

mit Permutationsmatrizen P, (Zeilen) und P. (Spalten), Diagonalmatrizen D,
und D,, einer normierten unteren Dreiecksmatrix L (mit L; = 1) und einer
oberen Dreiecksmatrix U.

Das System Ax = b wird gelost durch Berechnung von
x = A7'b = D.(P.(U (L' (P, (D;b))))) - (A.2)

SuperL U kann sowohl auf diinn- als auch auf vollbesetzte Matrizen angewandt
werden.

Der Algorithmus verlduft in drei Schritten:

1. Wahle die Permutationsmatrix P. (Umordnung der Spalten von A), so dass
moglichst viele Eintrédge in L und U Null sind.

2. Berechne die LU —Zerlegung von AP, (siehe (AT])).
3. Lose das Gleichungssystem (siehe ([(A2)).

Wir gehen an dieser Stelle nicht auf weitere Details des Verfahrens ein und ver-
weisen statt dessen auf die zitierte Literatur.



84 ANHANG A. IMPLEMENTIERUNG

A.3 Datenstrukturen

Die durchaus komplizierten Datenstrukturen zur Speicherung der Matrix A in
M++ werden ansatzweise in [63] beschrieben. Fiir die Zwecke der vorliegenden
Arbeit geniigt es zu wissen, dass nur die Blockmatrizen l und O aus Abbildung
gespeichert werden, wobei sowohl die vollbesetzten Blocke B als auch die
Diagonalblécke O je N2 Speicherplitze belegen. Die Diagonalblécke werden also
wie vollbesetzte Blocke behandelt.

Die Speicherung erfolgt in ein eindimensionales Feld a. Von besonderem Interesse
ist die Zuordnung der Eintrige in a zu den einzelnen Spezies. Diese ist sehr leicht
moglich, da a die Struktur

i 0] 1]...|Ng—1]Ng | Ng+1]... [2Ng—1
Eintrag Qg | a1 | ... ANg—1 aNg ANg+1 e A2Ng—1
Spezies || O | 1 |... | Ng—1| O 1 ... | Ng—1

besitzt. Der i—te Eintrag in a ist somit der Spezies
s; = i mod Ng

zugeordnet. Hier wurde bereits die mit 0 beginnende Nummerierung der Pro-
grammiersprache C' verwendet.

Vektoren v werden ganz analog in ein Feld v gespeichert, wobei die oben beschrie-
bene Struktur zur Speicherung diinnbesetzter Matrizen benutzt wird.

Die Datenstrukturen sind in M++ in den Klassen Matriz und Vector definiert.
Sie wurden in der Headerdatei Algebra.h festgelegt. In Algebra.C befinden sich
zahlreiche Funktionen und Makros zur Manipulation der Daten.

A.4 Losen der Teilsysteme

Zu l16sen sind die Teilsysteme (B2) mit einem gewéhlten linearen Loser Dazu
werden die Matrix und die Vektoren mit Hilfe der drei Felder

e SpecListli][j] zur Speicherung der Speziesindizes des i—ten Teilsystems,
e NSpecList[i] := n; (Anzahl der Spezies der Teilsysteme) und
e SpecListO fSpecies|i] (SpecList, der die Spezies ¢ angehort)

in die Teilmatrizen und -vektoren AT[i], 2T[i| und rhsT'[¢] firi € {0,..., Np — 1}
und j € {0,..., Ng — 1} kopiert.

Der Kopiervorgang wird durch die Funktion Copy2SubSystems ausgefiihrt:
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void SubSystems: :Copy2SubSystems (const Matrix& J, Vector& c, Vector& b)

{

double *ATPtr[MaxSubSys], *xTPtr[MaxSubSys], *rhsTPtr[MaxSubSys];
const double* JPtr=J.Ptr(), *cPtr=c.Ptr(), *bPtr=b.Ptr();
int line_in_block=0, speclist_line=SpecListOfSpecies[line_in_block];

for(int i=0; i<NT; i++)
{
ATPtr[i] =AT[i]->Ptr();
xTPtr[i] =xT[i]->Ptr();
rhsTPtr[i]=rhsT[i]->Ptr();
}
for(int i=0; i<J.size(); i++)
{
int species=iJNS;
int speclist=SpecListOfSpecies[species];
if (speclist==speclist_line)
{
*ATPtr [speclist]=+JPtr;
ATPtr [speclist]++;
}
JPtr++;
if (species==NS-1)
{
line_in_block++;
if (line_in_block==NS) line_in_block=0;
speclist_line=SpecListOfSpecies[line_in_block];
}
}
for(int i=0; i<J.dim(); i++)
{
int speclist = SpecListOfSpecies[iNS];
*xTPtr [speclist]=*cPtr;
*rhsTPtr [speclist]=*bPtr;
xTPtr [speclist]++; rhsTPtr[speclist]++;
cPtr++; bPtr++;

Sie erhéilt aus der aufrufenden Prozedur (dem Newton-Loser) die Jacobi-Matrix
J, den Losungsvektor ¢ und die rechte Seite b.

Zunichst werden in den Zeilen 7 bis 12 Zeiger auf die Anfangsposition der eindi-
mensionalen Felder der Matrix (a) und der beiden Vektoren (v) der beiden Vekto-
ren festgelegt. Die Schleife iiber die Nichtnullelemente von J (13 —29) durchléuft
die Matrix vom ersten bis zum letzten Eintrag und vermeidet ein zeitintensives
hin- und herspringen. Der Zeiger auf das aktuelle Element JPtr wird lediglich
inkrementiert (22).

In den Zeilen 15 und 16 wird ermittelt, zu welcher Spezies und zu welchem Teil-
system (SpecList) das Element gehort, auf das JPtr gerade zeigt. In 17 bis 21



O 0T W~

10

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

86 ANHANG A. IMPLEMENTIERUNG

erfolgt die Einordnung in die Teilmatrizen, wobei auch hier das Element von
AT [speclist| nicht adressiert wird. Der betreffende Zeiger AT Ptr [speclist] wird
ebenfalls zeitsparend inkrementiert (20).

Der Kopiervorgang fiir die Vektoren ¢ und b schlieft sich in den Zeilen 30 bis
37 an. Hier wird die gleiche effiziente Strategie verwendet wie beim Kopieren der
Matrix J.

Mit den oben erzeugten Teilsystemen wird im Newton-Loser der gewéhlte Vor-
konditionierer und der lineare Loser aufgerufen. Durch das Kopieren in die neuen
Strukturen sind in diesen Prozeduren keine Anderungen néotig.

A.5 Der Newtonloser NewtonBlock

Der in diesem Abschnitt aufgelistete modifizierte Newtonloser NewtonBlock wur-
de bereits in B4 beschrieben. Er ermoglicht das Losen des nichtlinearen Glei-
chungssystems (2I0), (1)) und (ZI2) mit manueller oder automatischer Auf-
teilung des linearen Gleichungssystems (ZI3) in Teilsysteme (B2)

// Block Newton Method (auto definition of blocks)
void Newton: :NewtonBlock(const Assemble& A, Vector& x, int manu)
{

Date Start;

A.MDirichlet (x);

Vector b(x), c(x);

Matrix J(x);

int nready=0, ready[MaxSubSystems];

int elements2Ass[MaxSpecies] [MaxSpecies];

int nNewtonStepsSubSystems [MaxSubSystems], nNewtonStepsTS = 0;

// compute defect b
A .MDefect(x, b);

double d=norm(b), Eps=eps, Eps_Block[MaxSubSystems];

nTimeSteps++;
iter = 0;

// start Newton step only, if norm(b)>Eps
if( d>Eps )
{

// some definitions

Date start_assli;

for(int i=0; i<MaxSpecies; i++)

{

for(int j=0; j<MaxSpecies; j++)
elements2Ass[i] [j] = 1;
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for(int i=0; i<MaxSubSystems; i++)
{
ready[i] = -1;
nNewtonStepsSubSystems[i] = 0;
}

ass_time += Date() - start_assi;

if ('manu)

{
// All elements of J should be assembled
SetElements2Assemble() ;

// Assemble

A .MMatrix (x, J);

c = 0;
J.SetDirichlet(c, b);

if (nTimeSteps==1)
SetFirstNStepZero();
} // if (!manu)

// get the list SpeclList[i] (Species belonging to SubSystem i),
// NSpecList[i] (number of Species in SpecList[i]) and

// SpecList0fSpecies[i] (SpecList, to which species i belongs to)
GetSubCompList(A, J, x, c, b, ready, nTimeSteps);

// compute Eps_Block
for(int i=0; i<NT; i++)
Eps_Block[i] = Eps * NSpecList[i] / NS;

// Write infos about assembled reactions to files
WriteReactions2AssInfo(NT, SpecList, NSpecList, SpecListOfSpecies,
ready) ;

// create memory for SubSystems
CreateSubStructures(PermcType) ;

if (!manu)

{
// copy J, c and b to SubSystems
Copy2SubSystems(J, c, b);

} // if ('manu)

else

{
Copy2SubSystems (b, rhsT);
Copy2SubSystems(x, xT);

} // if (manu)

// does some of the subsystems fulfill norm(defect) <= Eps?
Date start_ass2;
for(int i=0; i<NT; i++)
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{
double norm_subsys = norm(*rhsT[i]);
if ( norm_subsys<=Eps_Block[i] )
{
ready[i] = iter;
nready++;
}
} // for i

ass_time += Date() - start_ass2;

// get array Permc (permutations for SuperLU: Solve AP_c = LU)
// in LinearSolver: get permutations (function get_perm_c)
if ( (PermcType>=0) && (Permc==NULL) )
{
Permc = intMalloc(J.dim());
BuildPermc (J, PermcType);
} // Permc

// print dim and size of J
if (nTimeSteps==1)
{
cout << "J.dim
cout << "J.size

" << J.dim() << ’\n’;
" << J.size() << ’\n’;

PrintInfoSubStructures();
} // if nTimeSteps==

// Loop: Newton-iterations (counter iter)
while ( (iter<MaxIter) && (nready<NT) )
{

nNewtonSteps++;

nNewtonStepsTS++;

if( ('manu && iter) || manu)
{
// get elements2Ass, reactions2Ass and species2Ass
// according to ready
Date start_ass3;
if (AssembleFull)
SetElements2Assemble() ;
else
SetElements2Assemble (NT, SpeclList, NSpeclist,
SpecList0fSpecies, ready);
ass_time += Date() - start_ass3;

// Assemble

A MMatrix (x, J);

c = 0;
J.SetDirichlet(c,b);
SetFirstNStepZero();
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// copy J, ¢ and b to SubSystems
Copy2SubSystems(J, ¢, b);
} // if iter && !'manu

// reducing of bandwidth
if (liter)
if (PermcType>=0)

Get_PermcT(J.dim());

// solve the SubSystems
for(int i=0; i<NT; i++)

{

if (ready[i] == -1)

{

}

nNewtonStepsSubSystems [i]++;
cout << "Solving SubSystem " << i+l << " with species ";
for(int j=0; j<NSpecList[i]; j++)
cout << SpecList[i] [j] <<’ 7;
cout << ’\n’;

if (%AT[i] '= 0.0)
{
if (PermcType>=0)
S(xAT[i], *xT[i], *rhsT[i], PermcT[i]);
else
S(xAT[i], *xT[i], *rhsT[i]);
} // if *AT[i] '= 0.0
else
*xT[i] = 0.0;
// if readyl[i]==-1

} // for i

// copy solution xT of SubSystems back to full solution c
Copy2Full (xT, c);

X -=

c;

A.MDefect(x, b);

// copy b to SubSystems (rhsT)
Copy2SubSystems (b, rhsT);

// which subsystems fulfills norm(x)<=Eps?
Date start_assé4;
for(int i=0; i<NT; i++)

{

double norm_subsys;

norm_subsys = norm(*rhsT[i]);
if (ready[i]==-1)

{

if (norm_subsys<=Eps_Block[i])
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{
ready[i] = iter;
nready++;
}
} // if readylil==-1
Vout (0) << "Newton Subsystem " << i+l << " 4(" << iter
<< ") = " << norm_subsys << ’\n’;
} // for i

ass_time += Date() - start_ass4;

iter++;
} // while iter

// Delete memory for SubStructures (created by CreateSubStructures)
DeleteSubStructures (PermcType) ;
} // if norm(b)>Eps

else

{
NT = NS;
for(int i=0; i<NS; i++)
{

SpecList[1][0] = i;
NSpecList[i] = 1;
SpecList0OfSpecies[i] = 1i;

ready[i] = 1;
nNewtonStepsSubSystems[i] = 0;
} // for i

} // else (if norm(b) >Eps)

// Make counter compareable to NewtonSimple
nNewtonSteps++;
nNewtonStepsTS++;

// Write the number of Newton steps for this time step in file
WriteNumberOfNewtonSteps (nNewtonStepsTS) ;

Vout (0) << " Newton: d(" << iter << ")= " << norm(b)
<< " rate " << rate() << " time " << Date() - Start << "\n";
if (iter==m) mout << "Newton: max iter = " << iter << " : "

<< d << Il\nll;

} // Newton: :NewtonBlock

Abbildung B2 zeigt das Struktogramm dieses Unterprogramms fiir manuelle Auf-
teilung des linearen Gleichungssystems.

A.6 Aufteilung des Reaktionsgraphen

Die erforderliche automatische Partitionierung eines Reaktionsgraphen wird mit
der Funktion GetSubCompList_Auto realisiert:
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void SubSystems: :GetSubCompList_Auto(Matrix& J, Vector& x, Vector& c,

{

Vector& b, int* ready, int nTimeSteps)

int X[MaxSpecGraphs] [MaxSpecies], aktiv[MaxSpecGraphs], n[MaxSpecGraphs];
int belegt, aktuell;
double SpecGraph[MaxSpecies] [MaxSpecies],
SubSpecGraph [MaxSpecies] [MaxSpecies], SpecRHS[MaxSpecies];
double minKosten, Kosten[MaxSpecGraphs], weight;
double epsilon_min, epsilon_max, alpha=1.0;

for(int i=0; i<NS; i++)
X[0] [i]=1;
Kosten[0]=0.0; belegt=1; aktuell=0;
aktiv[0]=1; n[0]=NS;
for(int i=1; i<MaxSpecGraphs; i++)
{
aktiv[i]=0; n[i]=0;
}

// compute SpecGrpah and SpecRHS (max of single graphs in spacial nodes)
GetSpecGraphMax(J, x, SpecGraph);

SetSpecGraph2UpperT(SpecGraph, NS);

weight = GetSpecGraphWeight (NS, SpecGraph);

epsilon_min = BlockEpsilon_rel_min*weight;

epsilon_max = BlockEpsilon_rel_max*weight;

while( n[aktuell] && (aktuell<MaxSpecGraphs) )
{
if ( aktiv[aktuell] && (n[aktuell]l>1) )
{
CopySpecGraph (SpecGraph, SubSpecGraph, X[aktuell], n[aktuell]);

Kosten[belegt] = MinSchnitt(X[aktuell], n[aktuell], SubSpecGraph,
X[belegt], X[belegt+1], n[belegt], n[belegt+1]);
Kosten[belegt+1] = Kosten[belegt];

cout << "X ="
for(int i=0; i<n[belegt]; i++)
cout << X[belegt][i] << * ’;
cout << ’\n’;
cout << "Xbar = ";
for(int i=0; i<n[belegt+1]; i++)
cout << X[belegt+1][i] << ’> 7;
cout << ’\n’;
cout << "Costs = " << Kosten[belegt] << ’\n’;

if ( (Kosten[belegt]>epsilon_min) && (Kosten[belegt]<=epsilon_max)
&& (alpha_max>=0.0) &% (nTimeSteps>1) )
{
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int aktuell_alt=aktuell, belegt_alt=belegt;
int al=aktiv[aktuell], a2=aktiv[belegt], a3=aktiv[belegt+1];

aktiv[aktuell] = 0;
aktiv[belegt] = 1;
aktiv[belegt+1] =
belegt += 2;

aktuell = belegt;

1

SetSpecList (X, aktuell, aktiv, n);
alpha = ComputeNewtonAlpha(A, J, x, c, b, ready, nTimeSteps);

aktuell = aktuell_alt;
belegt = belegt_alt;
aktiv[aktuell] = al;
aktiv[belegt] = a2;
aktiv[belegt+1l] = a3;

SetSpecList (X, aktuell, aktiv, n);
// if

if ( ((Kosten[belegt]<=epsilon_min) || (fabs(alpha)<=alpha_max))

{

}

&& (nTimeSteps>1) )

aktiv[aktuell] = 0;

aktiv[belegt] = 1;

aktiv[belegt+1] = 1;

cout << "Aufteilung akzeptiert\n";
// if Kosten<epsilon

else

{

}

aktiv[belegt] = 0;
aktiv[belegt+1] = 0;

cout << "Aufteilung verworfen\n";
// if Kosten>=epsilon

belegt += 2;

} // if aktiv
aktuell++;
} // while

SetSpecList (X, aktuell, aktiv, n);
} // SubSystems: :GetSubCompList_Autol

Mit Hilfe von GetSpecGraphMax und SetSpecGraph2UpperT (Zeilen 21-22) wird
die Adjazenzmatrix SpecGraph des Reaktionsgraphen R ermittelt. In der ersten
Funktion werden alle Graphen Ry, K € K, durchlaufen, das betragsméfige Ma-
ximum der einzelnen Kanten ermittelt und in SpecGraph eingetragen, die zweite
bildet daraus eine obere Dreiecksmatrix.

In der while-Schleife in den Zeilen 29 bis 90 erfolgt die Zerlegung des Graphen
in seine Zusammenhangskomponenten mittels des in EEZT] beschriebenen Algo-
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rithmus von Stoer-Wagner [60]. Dazu werden mit CopySpecGraph (33) die in
X angegebenen n Spezies aus der Matrix SpecGraph in SubCompSpecGraph
kopiert.

Die eigentliche Zerlegung erledigt die Funktion MinSchnitt (35-36), deren Algo-
rithmus direkt aus [60] ibernommen wurde. Die Schleife wird solange durchlaufen,
bis entweder die kleinsten Teilgraphen nur noch ein Element enthalten oder die
Kosten fiir eine weitere Zerlegung die zu tolerierende Schranke epsilon,,;, bzw.
alpha,,q. iiberschreiten.

Die so gewonnenen Teilsysteme werden mit SetSpecList (92) in die drei Felder
SpecList, NSpecList und SpecListO fSpecies iibertragen.






Anhang B

Symbolverzeichnis

¢ Konzentration, €1 Telative Fehlerschranke beim New-
¢o Anfangswert, tonverfahren,

c Vektor mit den Reaktionswerten aller
mobilen Spezies, [

¢ Vektor mit den Reaktionswerten aller
immobilen Spezies, [

Chin Kontraktionszahl des modifizierten
Newton-Verfahrens in linearen

facty Vergroesserungsfaktor bei Zeitad-
aption, B

fact? Vergroesserungsfaktor fuer €7,

facty Verkleinerungsfaktor bei Zeitad-
aption,

Fall fact® Verkleinerungsfaktor fuer €},
Cr Courant-Zahl fc Konzentrations-Randwert,

G Gesamtgraph,
~v Anzahl der Nichtnullelemente einer
Matrix,

D Diffusions/Dispersions-Tensor, G, [0
d Dimension von 2,
Da Damkohler-Zahl,

At Zeitschrittweite, H& p kontinuierlicher Ansatzraum,
At untere Schranke fuer At,
Aty nae Obere Schranke fuer At, I Einheitsmatrix, [

dg Grad (Valenz) eines Knotens,

dg'*® maximaler Grad eines Knotens,

09 Rand von ,

0€)c Randteil mit Konzentrationswer-
ten,

0Q)x Randteil mit Neumannwerten, C Menge der Knoten,

. k (spektrale) Konditionszahl,
€aps absolute Fehlerschranke beim New- Kp Menge der Knoten auf 9,
tonverfahren, [Tl ICr Menge der inneren Knoten,

el Schranke zur Aufteilung des Reak- Kx Menge der Knoten auf 00y
tionsgraphen, ’

J Zeitintervall,

J Jacobi-Matrix, [, 2

Jg ausgeduennte Jacobi-Matrix,
Jr Rest-Jacobi-Matrix,

€5 nax Obere Schranke fuer €', M Anzahl der Knoten,
€55 nin untere Schranke fuer €7, M raumliches Gitter,

95
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m Bandbreite einer Matrix,

N Anzahl der Zeitintervalle,

n Normalenvektor,

Npg Anzahl der Reaktionen,

Ng Anzahl der Spezies,

Ng, . Anzahl der immobilen Spezies, [

NSEB —obere Schranke zur Bestimmung
von €t

untere Schranke zur Bestimmung

von €,

Ng, . Anzahl der mobilen Spezies, [

NS,,.in untere Schranke fuer Zeitadap-
tion, B

NS4z obere Schranke fuer Zeitadapti-
on, {1

N7 Anzahl voneinander unabhaengiger
Teilsysteme,

NSB

min

Q) Gebiet,

Pe Péclet-Zahl,

Per Zell-Péclet-Zahl,

P, Raum der Polynome vom Hoechst-
grad k,

q (Wasser-)Fluss,

R Reaktionsterm, [,

R Reaktionsgraph, B2,

p Spektralradius,

pp Masse Boden pro Gesamtvolumen
(Bulk Density),

T Endzeitpunkt,
7T konforme Triangulierung,
© Wassergehalt, @ [1



Zusammenfassung

Inhalt der vorliegenden Dissertation ist die Entwicklung eines modifizierten New-
ton-Verfahrens zur Losung (nichtlinearer) Gleichungssysteme der Form

die aus der numerischen Simulation zahlreicher Vorgénge resultieren. Dabei wird
eine spezielle Klasse von Problemen, die sogenannten Mehrkomponentenmodelle,
betrachtet.

Die numerische Losung der beschriebenen Modelle fithrt auf ein lineares Glei-
chungssystem

Ax = b, AeR" x,beR",

das mit einem linearen Loser berechnet werden kann.
Bei Mehrkomponentenmodellen kommt es hiufig vor, dass das lineare Gleichungs-
system (nidherungsweise) in Ny Teilsysteme

Nt
AiXi = bi, Az ERni’m, Xl'7bl' S Rni, an = n,

i=1

zerfallt. Diese konnen unter Umstinden mit einem geringeren Aufwand geltst
werden als das urspriingliche Gleichungssystem.

Das in dieser Arbeit vorgestellte modifizierte Newton-Verfahren teilt das Gesamt-
system mit Hilfe geeigneter Regeln in die Teilsysteme auf und 16st diese. Soweit
moglich werden dabei Regeln verwendet, die theoretisch abgesichert sind und
somit eine Konvergenz des Verfahrens sicherstellen. Wo dies nicht méglich oder
aufgrund der hoheren Rechenzeit nicht sinnvoll erscheint, wurde das neue Ver-
fahren anhand zahlreicher Testsimulationen auf seine Praxistauglichkeit getestet.

Zu Beginn der Dissertation wird die Bedeutung von Mehrkomponentenmodellen
in der Anwendung erldutert, bereits bekannte modifizierte Newton-Verfahren zu
deren Losung angesprochen und der Inhalt dieser Arbeit skizziert.

Es folgen im zweiten Kapitel die Gleichungen des als Testmodell verwendeten
Mehrkomponentenproblems. Dabei handelt es sich um ein Modell zur Simulati-
on von reaktivem Stofftransport in porésen Medien. In der vorliegenden Arbeit
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wird das modifizierte Newton-Verfahren nur auf das hier vorgestellte Modell an-
gewandt. Die Uberlegungen sind jedoch fiir jedes Modell dieser Klasse giiltig.
Das neu entwickelte Verfahren ist also auf beliebige Mehrkomponentenmodelle
anwendbar.

Die Modellgleichungen werden mit konformen Finiten Elementen unter Angabe
der Variationsformulierungen und des zu l6senden (nichtlinearen) Gleichungs-
systems diskretisiert. Im nichtlinearen Fall erfolgt eine Linearisierung mit dem
Newton-Verfahren und das resultierende lineare Gleichungssystem wird angege-
ben. Eine Diskussion der Struktur der Jacobi-Matrix und die Angabe einiger
wichtiger Kenngrofien beschliefen dieses zweite Kapitel.

Das dritte Kapitel beinhaltet die Vorstellung des modifizierten Newton-Verfah-
rens. Hier wird die Entkopplung im linearen Loser analysiert, das Konvergenz-
verhalten untersucht und mit Hilfe von Testsimulationen verifiziert, Vergleichssi-
mulationen zu einem dhnlichen bereits vorhandenen Verfahren durchgefiihrt und
ein weiteres modifiziertes Newton-Verfahren, das Broyden-Verfahren, beschrieben
und getestet.

Zu Beginn werden die entkoppelten linearen Gleichungssysteme (die Teilsysteme)
mathematisch definiert. Anschliefend wird analysiert, ob iterative oder direkte
Verfahren zu deren Losung einen hoheren Gewinn im Vergleich zur Losung des
Gesamtsystems versprechen.

Bei beiden Verfahren entsteht ein Gewinn durch eine Verringerung der Anzahl der
Rechenoperationen, der aus der mit der Entkopplung verbundenen Ausdiinnung
der Jacobi-Matrix resultiert. Dieser féllt bei direkten Verfahren natiirlich deutlich
héher aus, da sie O (n3) Operationen zur Lésung des linearen Gleichungssystems
benotigen, wihrend das CG-Verfahren als Reprédsentant der iterativen Verfahren
nur O (n?) Rechenoperationen benétigt.

Es wird auch untersucht, ob iterative Verfahren zur Losung der Teilsysteme we-
niger Iterationsschritte benotigen als zur Losung des Gesamtsystems. Fiir das
BiCGStab-Verfahren mit einem symmetrischen GauB-Seidel-Verfahren als Vor-
konditionierer (ein Schritt), den fiir die verwendeten Modelle derzeit besten ver-
fiigharen iterativen Loser, kann diese Frage verneint werden. Eine Analyse der
Konditionszahlen der beteiligten Matrizen ergibt, dass die der Teilmatrizen im
Allgemeinen nicht kleiner sind als die der Gesamtmatrix. Dies ist unabhéngig von
den verwendeten Damkohler-Zahlen und der rdumlichen und zeitlichen Schritt-
weiten.

Es folgt eine Betrachtung des Assemblierungsgewinns, der durch Nichtassemblie-
rung der Kopplungsterme in der Jacobi-Matrix entsteht. Hier wird gezeigt, dass
die Anzahl der zu assemblierenden Eintridge unter Umsténden betréchtlich sinkt.
Allerdings ist bei den spéter erfolgenden Testsimulationen zu erkennen, dass dies
keinen grofien Einfluss auf die zur Assemblierung benotigte Zeit hat. Die nichtas-
semblierten Eintrége stammen ausschliefilich aus Reaktionstermen. Die Trans-
portterme verschlingen aber den gréfiten Anteil der Assemblierungszeit.
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Der Abschnitt wird durch das Struktogramm des neu entwickelten modifizierten
Newton-Verfahrens NewtonBlock abgeschlossen. Es erfolgen einige Erlauterungen
zum Verfahren und eine Bemerkung zu den Abbruchkriterien des klassischen und
des modifizierten Verfahrens. Es wird auch auf die Unterschiede des vorgestellten
Verfahrens mit einem bereits bestehenden eingegangen und die Vor- und Nachteile
der beiden analysiert.

Im zweiten Abschnitt des dritten Kapitels wird das Konvergenzverhalten des
modifizierten Newton-Verfahrens betrachtet. Im linearen Fall kann unter Anga-
be der Kontraktionszahl gezeigt werden, dass bei nicht zu starker Entkopplung
mindestens lineare Konvergenz vorliegt. Es wird auch ein hinreichendes Konver-
genzkriterium hergeleitet und anhand einiger Testsimulationen verifiziert.

Fiir den nichtlinearen Fall kann ein Satz aus der Literatur zitiert werden, der die
Konvergenz bei méafliger Entkopplung sicherstellt. Er macht jedoch keine Aus-
sage zur Konvergenzrate, so dass ein Konvergenzkriterium wie im linearen Fall
hier nicht verfiigbar ist. Es folgen einige nichtlineare Testsimulationen, mit deren
Hilfe gepriift werden soll, ob das Konvergenzkriterium aus dem linearen Fall auf
den nichtlinearen angewandt werden kann. Im Ergebnis zeigt sich, dass dies im
Allgemeinen nicht zuléssig ist.

Im dritten Abschnitt werden zahlreiche Vergleichssimulationen zur Dissertati-
on [47] durchgefiithrt. Nach der Beschreibung des Testbeispiels wird zunéchst
mittels dreier Beispiele gezeigt, warum der Assemblierungsgewinn wie bereits
beschrieben sehr gering ist. Dann erfolgen Simulationen mit unterschiedlichen
Damkéhler-Zahlen und Blockbildungen (Aufteilungen in Teilsysteme). Es wer-
den jeweils direkte und iterative lineare Loser verwendet.

Bei den direkten Verfahren entsteht in allen Féllen ein deutlicher Rechenzeitge-
winn. Allerdings fiithrt die Verwendung eines iterativen Losers im vollen Verfah-
ren meist bereits zu niedrigeren Zeiten als beim direkten Loser im modifizierten.
Dariiber hinaus ist der Gewinn durch Entkopplung mit dem iterativen Loser sehr
gering. Oft benttigt das modifizierte Verfahren sogar langer als das volle.

Dieses unerfreuliche Ergebnis wird durch verdnderte Schrittweiten verbessert. Fiir
groflere At und kleiner A entsteht schon unter Verwendung des iterativen Losers
ein betréchtlicher Gewinn. Der direkte Loser ist teilweise noch schneller.

Das groflere Einsparpotential des direkten linearen Losers soll im letzten Ab-
schnitt des dritten Kapitels durch Einfithrung des Broyden-Verfahrens noch ver-
bessert werden. Hier wird das lineare Gleichungssystem mit einem direkten Loser
berechnet. Im ersten Newtonschritt sind hierfiir O (n®) Rechenoperationen nétig,
in den restlichen Schritten nur O (n?).

Die angeschlossenen Beispielsimulationen zeigen allerdings, dass dieses Verfahren
bei den verwendeten Modellen nur unter Verwendung sehr kleiner Zeitschritt-
weiten angewandt werden kann. In diesem Fall ist es zwar deutlich schneller als
das klassische Newton-Verfahren mit direktem Loser, im Vergleich mit einem ite-
rativen aber immer noch unterlegen. Der Einsatz des Broyden-Verfahrens wird
deshalb nicht weiter verfolgt.
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Im vierten Kapitel werden die bisher manuell vorgenommenen Einstellungen -
Wahl der Zeitschrittweite und der Teilsysteme - automatisiert. Kriterien fiir das
verwendete zeitadaptive Verfahren ist die Anzahl der Newton-Schritte. Ist sie
klein, wird At vergroflert. Falls sie zu grof§ wird, erfolgt eine Verkleinerung der
Zeitschrittweite. Die Funktionsweise wird wieder an den bereits bekannten Bei-
spielen getestet.

Der zweite Abschnitt beinhaltet die Entwicklung einer automatischen Entkopp-
lungsstrategie. Dabei wird der Begriff des Reaktionsgraphen erldutert und ein
Algorithmus zu dessen Aufteilung vorgestellt. Mit Hilfe dieser Werkzeuge kann
die automatisierte Entkopplung durchgefiihrt werden:

Zunéchst sind die lokalen Reaktionsgraphen, die an den einzelnen Knoten plat-
ziert sind, auf einen globalen Reaktionsgraphen abzubilden. Dieser wird mit Hilfe
des oben beschriebenen Algorithmus in zwei Teilgraphen partitioniert, so dass
das Gewicht der aufgetrennten Kanten minimal ist. Falls dieses Gewicht eine
vorgegebene Schranke nicht {iberschreitet, werden die beiden Teilgraphen weiter
aufgeteilt, sonst wird die Partitionierung verworfen.

Im linearen Fall kann als Aufteilungskriterium die Kontraktionszahl aus der Kon-
vergenzabschiatzung verwendet werden. Es ist auch moglich, diese beiden Krite-
rien zu kombinieren.

Natiirlich schliefen sich Beispielsimulationen zur Demonstration der Wirksamkeit
dieser Strategien an. Hier wird bereits deutlich, dass die Verwendung der Strategie
mit den aufgetrennten Kantengewichten als Kriterium fiir die Partitionierung
trotz ihrer Einfachheit sehr gut geeignet ist. Der Einsatz der Kontraktionszahl
bringt kaum bessere Ergebnisse, verursacht aber deutlich héhere Rechenzeiten.

Die vorliegende Arbeit wird durch zwei praxisorientierte Simulationen abgeschlos-
sen. Bei der ersten wird der Abbau von Cobalt-EDTA-Komplexen berechnet,
beim zweiten die Verringerung einer Bodenverunreinigung mit Hilfe einer reakti-
ven Barriere aus Eisengranulat.

Beim EDTA-Problem findet kein Flieen statt. Hier konnen durch die Zeitad-
aption grofle Rechenzeitgewinne erzielt werden, wiahrend der Gewinn durch die
Entkopplung nahezu Null ist. Grund hierfiir ist die Dominanz der Assemblie-
rungszeit. Generell scheint das modifizierte Newton-Verfahren fiir Probleme ohne
Flielen weniger geeignet zu sein.

Das Barriere-Problem weist dem gegeniiber ein sehr komplexes FlieSgeschehen
auf. Dariiber hinaus entstehen in den Stoffkonzentrationen sehr grofie Gradien-
ten. Der Gewinn durch das modifizierte Verfahren ist dementsprechend hoch.
Auch hier zeigt sich die Wirksamkeit der oben entwickelten automatischen Ent-
kopplungsstrategie.



Summary

The scope of this thesis is the development of a modified Newton-method for
solving (nonlinear) systems of equations which are common in the solution of
reactive solute transport in porous media [47,48]

8t (@Cz) -V (DZVCZ — qc,) = Rz (Cl, ey CNS) .

We consider cases where one can divide the linear system (approximately) in Ny
subsystems

Nt
Axi = by, A ER™M xb €R™, ) ny = n,

i=1
that can be solved faster than the original system of equations.
The modified Newton method introduced in this thesis leads to smaller subsy-
stems of equations. As far as possible convergence of the new method is ensured
by convergence monitoring. To identify situations where this is not possible or due
to the computational costs not useful the developed rules are sufficiently tested.

In the introduction the importance of the above multicomponent models in app-
lied sciences is explained, informations about existing modified Newton methods
are given and the content of this work is commented.

The second chapter starts with a presentation of the model equations. They des-
cribe multicomponent transport problems in porous media. This is the test model
for the modified Newton method, which can be used for arbitrary multicomponent
models.

A discretization with conforming finite elements follows. This section includes
the variational formulations and the resulting (nonlinear) system of equations. In
case of nonlinearity it is linearized with Newton’s method and the linear system of
equations is given. A discussion of the structure of the Jacobian and definition of
some important indicators (Péclet-, Damkohler- and Courant-number) conclude
this chapter.

In the beginning of the third chapter the decoupled linear systems of equations
are defined. Then it is analyzed whether iterative or direct solvers promise a
higher acceleration of the computation compared to the original model.
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A faster performance arises in both iterative and direct solvers because of a
reduction of computations due to the underlying neglection of elements in the
Jacobian. While direct solvers need O (n?®) operations to solve the system, CG-
solvers need only O (n?). Therefore one gets a bigger acceleration by using the
first ones.

It is also considered whether iterative solvers need less steps after decoupling than
before. This is not the case for a BiCGStab-solver with symmetric Gau3-Seidel
pre-conditioning (one step), which is the best iterative solver available. Analysis
of the condition numbers of the single matrices shows that the sub-matrices do
not have smaller ones than the original Jacobian. This fact does not depend on
the Damkohler-numbers or the step-sizes.

A consideration of the gain in assembling time follows. It arises because entries in
the Jacobian coupling the subsystems can be neglected. Although the number of
neglected entries may be quiet high the assembling time remains quite the same
as before decoupling. This is due to only reaction-terms can be neglected, but
unfortunately the transport terms dominate assembling time.

The section ends with a listing of the modified Newton-method’s structure chart.
This subsection includes some explanations and a note on the breaking criteria
of original and modified Newton methods. The modified method uses

n; .
||bl|| < Eabsﬁz = €, 1€ {]_,...,Ns},
S

so that the breaking criteria of the original method
HbH < €Eabs

is still fulfilled.

The second section of this chapter includes some discussions about the conver-
gence behavior of the modified method. In the linear case it can be shown that it
converges at least linear, if decoupling is not too strong. The contraction number
and an adequate criterion for convergence are given. These results are verified in
some test-simulations.

In the case of nonlinearity one can cite a well-known lemma from literature which
ensures convergence.Here the convergence rate is not known. Test-simulations
indicate that the convergence result from the linear case can’t be used for the
nonlinear one.

The numerical simulations of the third section show that the acceleration of direct
solvers is much higher. On the other hand iterative solvers are often able to solve
the full system faster than direct solvers the reduced one. Moreover the gain
in computation time by decoupling with iterative solvers is very small. In many
cases the full method is even faster than the modified one because of the increased
number of iterations.

To deal with this problem the step-sizes are changed. With bigger At and smaller
h the acceleration of the iterative solver is much higher than before. Sometimes
direct solvers are even faster.
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The bigger potential of direct solvers shall still be improved in the last section
of the third chapter by using Broyden’s method where the Jacobian is assembled
only once per time step. In the following steps it is approximated by a rank-
l-update. Here the unknowns of the linear system of equations are computed
with direct solvers. For the first Newton step one needs O (n?) operations, for the
others only O (n?).

The following examples show that this method can only be applied in combination
with very small At. It is considerably faster than the full method with a direct
solver. But iterative solvers are still faster. Therefore Broyden’s method will not
be used in the following chapters.

So far the choice of At and the subsystems had to be defined prior to the si-
mulation. Now this should be done automatically. The number of Newton steps
(NS) is used as criterion for time adaption. If NS is sufficiently small, At can be
increased. Should it become to big, At has to be decreased. The method is tested
with the well-known examples.

The second section contains the development of an automated decoupling strat-
egy. The term reaction graph is defined and an algorithm for its partitioning is
presented.

As a first step local graphs connected with nodes of the spatial mesh have to be
mapped to a global one. The above algorithm is used to divide this graph in two
subgraphs, such that the weight of neglected edges is minimal. If this weight is
smaller than a given upper limit both subgraphs are divided further. Otherwise
the division is aborted.

In the case of linear models the contraction number of the convergence rate can
be used as criterion for decoupling. Combination of both criteria is also possible.
The strategies are tested with numerous simulations which demonstrate that the
first strategy is despite its simplicity very efficient. The use of the contraction
number leads to slightly better performances but needs significant higher compu-
tation times.

The dissertation ends with two applied simulations. The first one deals with the
degradation of Cobalt-EDTA-complexes, the second one with the reduction of
contaminations with the help of a reactive barrier composed of granular iron.

In the EDTA-problem no flow takes place. Time adaptation gives great accelera-
tion of computation time (it reduces up to factor 35), while decoupling is nearly
ineffective. This behavior is an outcome of the small dynamic of the reactions
that leads to very big time steps and a dominant assembling time. In cases like
this one can not expect a considerable gain in computation time by the modified
method.

In contrast to this, the barrier-problem has a quiet complicated flow regime.
Additionally the gradients of the concentrations have very big values. Therefo-
re the solution of this problem is more demanding than the EDTA case. As a
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consequence performance of modified Newton method is much better. The linear
subsystems can be solved about 3 times as fast as the original one, the total
computation time speeds up by a factor 2.
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