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Kapitel 1

Einleitung

Fiir die Altlastensanierung gewinnt die numerische Simulation von (reakti-
ven) Transportprozessen zunehmend an Bedeutung. Die Simulation am Com-
puter kann dazu dienen, ein tieferes Verstdndnis iiber die in Béden ablau-
fenden Prozesse zu erlangen. Sie ermdglichen auch die Identifikation spezi-
eller am Gesamtprozess beteiligter Teilprozesse und anhand von Fallstudien
konnen die Auswirkungen unterschiedlichster Einflussnahmen auf den Ge-
samtprozess untersucht werden.

Dies bildet jedoch nur einen ersten Schritt und das eigentliche Anliegen ist
mithilfe der numerischen Simulation eine Langzeitprognose iiber die Schad-
stoffausbreitung zu erhalten. Die Simulation soll dariiber Aussagen liefern,
ob und inwieweit ein Eingriff in den Altlastenstandort notwendig ist oder
bereits das natiirliche Reinigungsvermégen einen Eintrag von Schadstoffen
z. B. in das Grundwasserreservoir verhindert. Die Zuverldssigkeit der aus
numerischen Simulationen gewonnenen Erkenntnisse hidngt davon ab, wie
die Realitdt im Computer abgebildet wird. Das zugrunde liegende mathe-
matische Modell muss alle fiir den Gesamtprozess relevanten Teilprozesse
beriicksichtigen.

Ein grundlegendes Problem bei der Beschreibung von Transportprozessen
in Boden ist die Modellierung des Wasser- bzw. allgemeiner Fluidtransports.
Oft wird der Fluidtransport selbst nicht simuliert, sondern es wird ein stati-
onires Flieregime angesetzt. Dies ist z. B. gerechtfertigt, wenn Transport-
prozesse im Grundwasserbereich simuliert werden sollen. In vielen Féllen wird
die Annahme eines stationdren Flusses nicht addquat sein und die Notwen-
digkeit bestehen, den Transport unter ungeséttigten Bedingungen zu model-
lieren.

Das Modell fiir die (un-)gesittigte Stromung wird durch die Richards-Glei-
chung beschrieben. Diese Gleichung ist ein vereinfachtes Zweiphasenmodell,
bei dem die Bewegung der Gasphase nicht explizit beriicksichtigt wird, son-
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dern nur ihr Einfluss auf die Leitfdhigkeit des porésen Mediums. Der Druck
der Gasphase wir als konstant angenommen.

Von der Richards-Gleichung existieren mehrere Versionen, die sich darin
unterscheiden, welche physikalische Gréfe als primire Unbekannte betrachtet
wird. In der Sittigungsformulierung wird die Séttigung (Fluidgehalt) als zu
bestimmende Unbekannte betrachtet, wéahrend die Druckformulierung den
Druck als Unbekannte verwendet. Die Sittigungsformulierung erlaubt die
Modellierung eines verschwindenden Fluidgehalts im Boden. Dagegen ist sie
im gesdttigten Bereich nicht anwendbar. Mit der Druckformulierung kann ne-
ben dem ungesdttigten auch der gesdttigte Bereich beschrieben werden. Im
Gegensatz zur Sattigungsformulierung ist hier die Modellierung einer Aus-
trocknung des Bodens nicht mdéglich. Welche Formulierung Verwendung fin-
det hingt vom jeweiligen Anwendungsproblem ab. In einigen Arbeiten wird
auch eine gemischte Formulierung der Richards-Gleichung benutzt, die so-
wohl den Druck als auch die Sattigung als Unbekannte enthélt. Wir werden
hier mit der Druckformulierung der Richards-Gleichung arbeiten.

In die Richards-Gleichung gehen die Materialeigenschaften des Bodens in
Form von nichtlinearen Koeffizientenfunktionen ein. Im Detail sind dies die
Retentionsfunktion, die einen Zusammenhang zwischen dem Grad der S&tti-
gung und des vorherrschenden Drucks herstellt, sowie die hydraulische Leit-
fahigkeit. Diese beiden Beziehungen werden wir im Weiteren als hydraulische
Funktionen bezeichnen.

Eine Simulation der ungesittigten Stromung setzt die Kenntnis dieser
Funktionen voraus. Im begrenzten Umfang direkt messbar ist nur die Reten-
tionsfunktion. Aus gemessenen Druck-Fluidgehalts-Datenpaaren kann mit-
hilfe von Interpolationen die Retentionsfunktion approximiert werden. In
der Regel werden die hydraulischen Funktionen jedoch mit einer indirek-
ten Methode bestimmt. Dazu werden im Labor Sdulenexperimente durch-
gefiithrt. Das experimentelle Setup ist wie folgt (siche Abbildung 1 und [53]
fiir die Versuchsanlage der Universitit Bayreuth): Der zu untersuchende Bo-
den befindet sich in einem vertikal orientierten Zylinder (Bodenséule, 1).
Der obere Rand der Bodenséule ist gegeniiber der Umwelt abgeschlossen.
Der Boden der Saule ist mit einer keramischen Platte versehen und mit ei-
ner Unterdruckanlage verbunden. Die Bodensdule wird bis zur Sattigung mit
dem Fluid aufgefiillt und mithilfe der Gravitation in einen Gleichgewichts-
zustand (kein Fluss) gebracht. Mit diesem Gleichgewicht als Anfangszustand
wird durch das Anlegen eines Unterdrucks am Boden der Séule ein Ausfluss
des Fluids aus der Sédule erzeugt (Ausflussexperiment). Im Gegenzug bewirkt
eine Druckerh6hung einen Riickfluss des Fluids in die Sdule (Rickflussexperi-
ment). Aus- und Riickfluss konnen auch periodisch gekoppelt werden. In die
Séule sind zwei Tensiometer (2a) und zwei TDR-Sensoren (2b) eingelassen.



Abbildung 1.1: Aufbau der Versuchsanlage zur Bestimmung der hy-
draulischen Kenngréflen von Bodensdulen. 1: Bodensdule, 2a: Mikro-
Tensiometer mit Druckaufnehmer, 2b: TDR, 3: Biirette, 4: Vakuumpumpe,
5: Vorratsbehélter, 6: Manometer, 7: Druckaufnehmer, 8: Multiplexer und
Analog/Digital-Converter, 9: Computer, 10: Digital/Analog-Converter, 11:
Magnetventil, 12: Differenzdruckaufnehmer. Reproduktion mit Genehmigung
von Prof. Dr. W. Durner, Abteilung Bodenkunde und Bodenphysik der Tech-
nischen Universitdt Braunschweig.

Mit diesen kann der Druck bzw. der Fluidgehalt gemessen werden. Auch der
Druck am oberen Rand ist messbar. Ebenso ist eine Messung des kumulative
Ausfluss im Auffangbehélter (3) moglich. Die Steuerung des Experiments er-
folgt durch einen PC (9). Weiterfiihrende Informationen iiber Versuchsaufbau
und Durchfithrung des Experiments sind in [48] und [53] zu finden.

Wenn die hydraulischen Funktionen gegeben sind, so liefert eine Simula-
tion des Sdulenexperiments entsprechende simulierte Messdaten. Da die Bo-
densdule senkrecht zur vertikalen Flussrichtung homogen gepackt wird, ist
eine rdumlich eindimensionale Modellierung ausreichend. Durch Invertieren
des Simulationsprozesses konnen die hydraulischen Funktionen aus gegebe-
nen Messdaten rekonstruiert werden.

Diese Methode der inversen Modellierung ist seit langem Standard fiir die
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Bestimmung von Materialeigenschaften. In [41] wird die Methode zur Iden-
tifizierung von nichtlinearen Diffusionskoeffizienten in der Pordse-Medien-
Gleichung eingesetzt. [27] behandelt die numerische Parameteridentifizierung
im Mehrphasenfluss. Viele Arbeiten (z. B. [14], [15], [47]), die sich mit der
Identifizierung der hydraulischen Funktionen beschéftigen, unterscheiden sich
h&ufig nur durch die verwendeten Parametrisierungen dieser Funktionen und
der Diskretisierungstechnik fiir die Modellgleichung. Im Gegensatz zu den
erwdhnten Arbeiten, wo von einer fixierten Form der hydraulischen Funktio-
nen ausgegangen wird, werden wir stiickweise polynomiale Ansédtze zur Para-
metrisierung verwenden. Die vorliegende Arbeit wurde hauptsichlich durch
die Arbeit von B. Igler [30] motiviert, wo nichtlineare Sorptionscharakteri-
stiken in Form von stiickweise linearen Funktionen aus Siulendurchbruchs-
experimenten identifiziert werden.

Durch Anderungen des Experimentdesigns wird versucht die Zuverlissig-
keit der bestimmten Parameter zu erhohen. In [59] wird z. B. ein Closed- Flow-
Design fiir Sdulendurchbruchsexperimente untersucht. Das Experimentdesign
bei der Identifizierung der hydraulischern Funktionen bezieht sich grofiten-
teils auf die Variation des am Ausflussrand der Bodensdule angelegten Unter-
drucks ([14], [53], [54]). In [8] wird das Experimentdesign aus mathematischer
Sicht betrachtet.

Neben den anwendungsorientierten Arbeiten existieren auch Arbeiten, die
sich aus theoretischer Sicht mit den hier betrachteten inversen Problemen
beschéftigen. So werden z. B. in [6], [9], [10], [11] und [12] Eindeutigkeitsre-
sultate bewiesen.

Diese Arbeit ist in 5 Kapitel unterteilt. Das nichste Kapitel beginnt mit
einer allgemeinen Einfiihrung in die Behandlung von inversen Problemen.
Insbesondere wird die Parameteridentifizierung besprochen. Das Identifizie-
rungsproblem wird in ein Minimierungsproblem eines Fehlerfunktionals {iber-
fiihrt. Es werden Methoden zur Brechnung des Gradienten im kontinuierli-
chen und diskreten Fall beschrieben. Das zweite Kapitel schlieft mit Be-
trachtungen zur eindeutigen Identifizierbarkeit. Diese Kapitel orientiert sich
im Kern an den Darstellungen in [30].

Im dritten Kapitel wird das Modell zur Beschreibung der Sdulenexperi-
mente vorgestellt. Anhand von Beispielen wird die Schlechtgestelltheit des
inversen Problems erldutert. Aufbauend auf das Kapitel 2 wird die ein-
deutige Identifizierbarkeit der hydraulischen Funktionen aus den S&ulenex-
perimenten im kontinuierlichen Modell untersucht. Anschlieend wird eine
hybrid-gemischte Finite-Elemete-Methode zur Diskretisierung der Richards-
Gleichung in ihren Grundziigen beschrieben. Fiir das diskrete Modell werden
Methoden zur Berechnung des Gradienten des Fehlerfunktionals angegeben.
Hierzu wird u. a. ein adjungiertes Problem aufgestellt.



Den Kern der vorliegenden Arbeit bildet das Kapitel 4. Dort werden ver-
schiedene Spline-Parametrisierungstechniken fiir die Nichtlinearitdten vor-
gestellt. Entsprechend der hierarchischen Struktur der Parametrisierungen
wird die Identifizierung in ein Multi-Level-Verfahren eingebettet und mit ei-
ner Sensitividtsanalyse gekoppelt. Der zweite Abschnitt von Kapitel 4 fiihrt
eine Reihe von Fallstudien auf, anhand derer die Identifizierung der hydrau-
lischen Funktionen auf Stabilitdt und Zuverlassigkeit untersucht wird. Dabei
werden auch experimentelle Daten betrachtet. Zur Charakterisierung des in-
versen Problems dienen die Sensitivitdten, die auch fiir die Einbringung von
Adaptivitdt in das Multi-Level-Verfahren (adaptive Verfeinerung, adaptives
Fehlerfunktional) genutzt werden. Zusatzlich konnen in die Identifizirung a
priori Informationen einbezogen werden.

Das fiinfte Kapitel gibt einen Einblick in das Experimentdesign. Zur Mo-
tivation werden zunichst zwei Beispiele fiir ein Multistep-Experiment (siehe
z. B. [13]) untersucht. Anschlieflend erfolgt eine mathematische Formulierung
des optimalen Experimentdesigns. Das Kapitel schliet mit Beispielen, in de-
nen die Variation der Position der Druckbeobachtung und die Variation der
Multistep-Funktion untersucht werden.

Die Anhénge A und B enthalten eine Zusammenfassung und eine Darstel-
lung der in der Arbeit verwendeten Funktionenrdume, die nicht an anderer
Stelle definiert werden.

Die Implemetierung des numerischen Identifizierungsverfahrens erfolgte in
der Programmiersprache C und wurde in das Softwarepaket RICHY1D [38]
eingebaut. Neben der Simulation von Transportvorgéngen ist in RICHY1D
damit die Identifizierung der hydraulischen Funktionen aber auch von Sorp-
tionscharakteristiken aus Sdulenexperimenten méglich.
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Kapitel 2

Zur Losung inverser Probleme

2.1 Identifizierungsprobleme

2.1.1 Korrektheit mathematischer Aufgaben

Das mathematische Modell eines Experiments enthilt hiufig eine Anzahl
von Parametern, die gewisse physikalische Eigenschaften bzw. Materialei-
genschaften beschreiben. Solche Modelle sind beispielsweise partielle Diffe-
rentialgleichungen mit den entsprechenden Anfangs- und Randbegingungen,
in denen diese (Material-)Parameter in Form von Koeffizientenfunktionen
(oder auch als rechte Seite) eingehen.

Fiir vorgegebene Parameter, die als Input des Modells betrachtet werden
konnen, erhalten wir durch das Lésen des Modells den Output. Der Lésungs-
prozess, die Simulation des Experiments, wird auch als das direkte Problem
bezeichnet.

Parameter mathematisches Loésung
Input Modell Output

Durch das Invertieren des direkten Problems gelangen wir zu einem Para-
meteridentifizierungsproblem. Es handelt sich hierbei um ein inverses Pro-
blem, bei dem aus einer Beobachtung des Experiments, d. h. aus einer Be-
obachtung (Messung) der Losung (des Outputs) des direkten Problems, die
unbekannten Parameter des nur der Form nach bekannten Modells zu be-
stimmen sind.

Derartige inverse Probleme sind im Allg. inkorrekt gestellt. Dabei heifit
eine mathematische Aufgabe korrekt gestellt im Sinne von Hadamard (siehe
[24]), wenn sie den folgenden 3 Bedingungen geniigt:

7
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1. Es existiert eine Losung der Aufgabe (Existenz).
2. Die Losung der Aufgabe ist eindeutig bestimmt (Eindeutigkeit).

3. Die Losung der Aufgabe hingt stetig von den Parametern der Aufgabe
ab (Stabilitit).

Wenn eine dieser Bedingungen verletzt ist, so spricht man von einem inkorrekt
gestellten Problem.

Das direkte Problem koénnen wir durch eine (nichtlineare) Abbildung A,
den direkten Losungsoperator, von der Menge P der Parameter in die Menge
U der Losungen beschreiben:

A:P—=U.

Dabei seien der Parameterraum P Teilmenge eines Banachraumes und der
Losungsraum U ein Banachraum. Die Erfiillung der Forderungen 1-3 fiir das
direkte Problem, d. h. die Wohldefiniertheit von A, hingt wesentlich von der
Wahl der Rdume U und P und der zugehorigen Metriken ab.

Es sei angenommen, dass die Abbildung A auf ganz P definiert und stetig
in den Metriken der Rdume P und U ist. Dann ist das direkte Problem
korrekt gestellt. Die Losung des inversen Problems entspricht dem Finden
der Umkehrabbildung A~ : U — P von A. Damit das inverse Problem
korrekt gestellt ist, miissen die Bedingungen

1. A ist bijektiv und
2. A7l ist stetig in den Metriken der Riume U und P

erfiillt sein.

2.1.2 Verallgemeinerte Inverse

Die Vorgabe fiir das inverse Problem uy = A(py) (po € P,up € U) kann
durch Messungen meist nicht exakt aus dem Experiment bestimmt werden.
Deshalb werden nur gestorte Daten u, zur Verfiigung stehen, die mit einem
gewissen Datenfehler

[ue —uoll <€

behaftet sind. Somit ist es moglich, dass diese gestorte Grofle u, nicht im
Bildraum des direkten Losungsoperators A enthalten ist (v, € U\ A(P)). In
diesem Fall existiert keine (klassische) Losung p. € P von

A(pe) = te. (2.1)
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Es ist also ein allgemeinerer Losungsbegriff fiir Operatorgleichungen der Form
(2.1) erforderlich. Dazu folgen wir den Darstellungen in [17] und [31] (bzw.
[39] fiir den linearen Fall).

Fiir injektives A ist die verallgemeinerte Lésung von (2.1) dasjenige Ele-
ment p, € P, welches das Fehlerfunktional

d(p) = ||lA(p) — u.|| (2.2)

minimiert. Anderenfalls ist die verallgemeinerte Losung gegeben durch das
Element p. € P, welches unter allen Losungen von

min

min J(p)
die kleinste Norm in P besitzt. Die eindeutige Existenz der jeweiligen Minima
ist durch die Eigenschaften von A bzw. P sicherzustellen. Hinreichende Be-
dingungen hierfiir sind, dass A ein stetiger Operator ist und P eine kompakte
Teilmenge eines streng normierten Banachraumes darstellt.

Der hierdurch definierte Operator

AU =P

wird als verallgemeinerte Inverse bezeichnet. Wenn u. € A(P) gilt, dann fallt
fiir injektives A die verallgemeinerte Losung mit der gew6hnlichen Losung
zusammen.

Bei den praktisch interessanten Aufgabenstellungen ist die verallgemeiner-
te Inverse hédufig nicht stetig, was das Hauptproblem bei der Behandlung
inverser Aufgaben darstellt. Deshalb werden zur Stabilisierung des Lésungs-
prozesses Regularisierungsverfahren verwendet, bei denen die verallgemeiner-
te Inverse durch eine Familie von stetigen Operatoren

Ro:U— P
mit der punktweisen Konvergenz

lim Ra[A(p)] = p (2.3)

fiir alle p € P ersetzt wird. Hierbei ist o der Regularisierungsparameter. Als
Néherungslosung des inversen Problems bei der Vorgabe u. verwenden wir
nun

P = Ralue.

Hieraus ergibt sich fiir den Identifizierungsfehler

[Ralue] — Rafuo] + RalA(po)] — poll
< [ Rafue] = Rafuolll + [[RalAlpo)] — poll-

|

1p¢ = pol|
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Fiir lineare Operatoren R, gilt speziell

198 = poll < el|Rall + [[RalA(Po)] = poll-

Damit haben wir fiir den Identifizierungsfehler eine obere Schranke erhalten,
die sich aus einem durch den Datenfehler bestimmten Anteil || R, [ue]—Ra [wo]|
und dem Regularisierungsfehler |R,[A(po)] — po|| zusammensetzt.

Fiir beliebiges festes a geht ||Ry[ue] — Rafuol|| wegen der Stetigkeit der
Operatoren R, fiir ¢ — 0 gegen Null. Wenn ¢ > 0 fest gewdhlt wird, dann
geht wegen Bedingung (2.3) zwar der Regularisierungsfehler ||R,[A(po)] —pol|
fiir « — 0 gegen Null aber nicht notwendig ||Rq[ue] — Rafuog]l|- Im linearen
Fall bedeutet dies, dass im Allg. gilt

lim [[R,] = cc.

Es wird also im Allg. fiir jedes ¢ > 0 in Abhéngigkeit von ¢ und u. ein
0y, > 0 existieren, sodass fiir o < a,,, der Identifizierungsfehler wieder
wichst, d. h. der Datenfehler gewinnt an Einfluss. Daraus ergibt sich das
Problem der Wahl eines optimalen Regularisierungsparameters a.

Es seien hier einige gebrauchliche Regularisierungsverfahren genannt:

1. Bei der Regularisierungsmethode von Tikhonov wird zum Fehlerfunk-
tional (2.2) ein so genanntes stabilisierendes Funktional (Strafterm)
addiert:

da(p) = 3(p) + ellp — p"|”
mit einer Norm ||.|| in P und einer a priori Schitzung p* von py und
dem Regularisierungsparameter a.

2. Es konnen Iterationsverfahren zur Regularisierung herangezogen wer-
den, wie z. B. die Landweber-Iteration oder das Verfahren der konju-
gierten Gradienten.

3. Auch Projektionsverfahren eignen sich zur Regularisierung inverser Pro-
bleme.

4. Ausgehend von der Spektralzerlegung des Operators A werden so ge-
nannte Filtermethoden gewonnen.

Es existiert eine Vielzahl von Literatur zum Thema der Regularisierung
inverser Probleme. Es sei hier auf [17], [23], [29] und [39] verwiesen. In [16],
[26], [42], [43], [49], [50] und [55] sind Regularisierungsstrategien fiir nichtli-
neare Operatoren und insbesondere die Landweber-Iteration untersucht wor-
den. Die dabei erforderlichen Voraussetzungen werden bei unseren Identifi-
zierungsproblemem im Allg. jedoch nicht erfiillt sein.



2.1. IDENTIFIZIERUNGSPROBLEME 11

2.1.3 Problemformulierung

Wenn es bei der Durchfiihrung des Experiments nicht maoglich ist, die kom-
plette Losung des direkten Problems zu beobachten, dann werden nur Teile
dieser Losung oder durch diese Losung bestimmte Gréflen gemessen. Bei in-
stationdren Problemen wie parabolischen Differentialgleichungen ist es iiblich
einige charakteristische Groflen wéihrend eines Zeitintervalls [0, 7] zu beob-
achten.

Wir bezeichnen im Weiteren die Beobachtungen mit wg, k = 1, ..., k, und
fithren die zugehdrigen Beobachtungsoperatoren By, ein, die auch explizit von
den unbekannten Parametern abhédngen kénnen:

B, Wi
B = : :Ux P — : =W
%Iﬁ? WK/
Bi(u, p) w1
(u,p) — : =B(u,p) =tw=| :
'B,.;(u,p) Wy

Dabei seien fiir £k = 1, ..., k die Beobachtungsrdume W; Banachraume. Wenn
wir fiir v den direkten Losungsoperator A(p) einsetzen, so kann B als Abbil-
dung vom Parameterraum P in den Beobachtungsraum W aufgefasst werden:

B:P—-W

D — w.

Die Aufgabe besteht nun darin, einen Parameter py € P mit

B(A(po), po) = wo (2.4)

zu bestimmen. wy bezeichnet die ungestorte Beobachtung. Der Begriff der
Identifizierbarkeit der Parameter p € P aus einer Beobachtung wird nun wie
folgt definiert:

Definition 2.1 Die Parameter p der Menge P heifien identifizierbar aus der
Beobachtung w, wenn der zugehorige Operator B als Abbildung von P in den
Beobachtungsraum W injektiv ist.

Die Eigenschaft der Identifizierbarkeit hingt demnach ab von

- der Wahl des Raumes P,
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- Art und Anzahl der Beobachtungen (Definition des Beobachtungsope-
rators B) und

- dem experimentellen Setup, insbesondere Anfangs- und Randbedingun-
gen (Definition des direkten Losungsoperators A).

Diese Einflussfaktoren sind derart festzulegen, dass die Identifizierbarkeit
gewihrleistet wird. Dabei ist die technische Durchfiihrbarkeit des Experi-
ments und der Beobachtungen zu beriicksichtigen. Insbesondere sollte die
kleinst mogliche Anzahl von Beobachtungen gewahlt werden.
Infolge von Messfehlern wird anstelle von wy eine gestérte Beobachtung w,
mit
lwe — wol| <&

gegeben sein. Deshalb folgen wir dem Prinzip der verallgemeinerten Inversen
und betrachten anstelle des Identifizierungsproblems (2.4) das folgende Mi-
nimierungsproblem:
Gesucht wird ein p, € P mit
= mi ) 2.
J:(p:) = minJ:(p) (2.5)

Das Fehlerfunktional J. sei gegeben als J. = J. o B o (A(p), p) fiir ein Funk-
tional J, der Form

gs(w) = Z gs,k (wk)

mit stetigen Funktionalen js,k : Wi — R, , wobei die Bedingung
J.(w)=0 = W= we

zu erfiillen ist. Das Funktional J. bestimmt den Grad der Abweichung der
zum Parameter p € P geh6renden Beobachtung w von den mit Messfehlern
behafteten experimentellen Daten w,.

Es ist wieder die eindeutige Existenz eines Minimums von (2.5) sicher-
zustellen. Hinreichend etwa fiir die Existenz einer Lésung von (2.5) ist die
Kompaktheit des Parameterraumes P.

Wenn die Losung p. von (2.5) im Inneren von P liegt, so muss fiir ein
(Fréchet- oder Gateaux-) differenzierbares Funktional J,

d.lp:) =0

gelten. Wenn dagegen p. ein Element des Randes von P ist, so sind Lagrange-
Bedingungen zu erfiillen (siehe z. B. Theorem 3.17 in [32] und Theorem 20.3
in [21]).
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2.2 Differentiation des Fehlerfunktionals

Bei der Losung des Identifizierungsproblems ist also ein nichtlineares Funk-
tional zu minimieren. Optimalitdtskriterien und effiziente numerische Mini-
mierungsalgorithmen benétigen die Ableitung (Gradient) dieses Funktionals
nach den Parametern. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, wie diese Ab-
leitung mithilfe eines adjungierten Problems berechnet werden kann.

2.2.1 Der Fall des kontinuierlichen Problems

Das Modell des direkten Problems sei gegeben durch eine nichtlineare Glei-
chung bzw. durch ein nichtlineares Gleichungssystem

§(u,p) =0 (2.6)
fiir eine nichtlineare Abbildung
G:UxP—V*

(u,p) — G(u,p)

mit Banachrdumen U, V und einem normierten Raum P. Die Gleichung (2.6)
kann als eine allgemeine (schwache) Formulierung von partiellen Differential-
gleichungen aufgefasst werden. Dabei bezeichnen wieder U den Lésungsraum,
P den Parameterraum und V sei der Raum der Testfunktionen.

Wenn wir voraussetzen, dass eine nichtleere Teilmenge P C P existiert,
sodass fiir jedes p € P die Gleichung (2.6) genau eine Losung u € U besitzt,
dann kénnen wir den direkten Losungsoperator A : P — U durch

S(A(p),p) =0

definieren. A ist demnach die implizite Funktion von § = 0.

Die Existenz und Glattheit dieses direkten Losungsoperators hingt von
der Glattheit der Abbildung G ab. Dies zeigt der bekannte Satz iiber die
implizite Funktion.

Satz 2.2 (Satz iiber die implizite Funktion)

Seien (U, ||.|lv), (P, ||-|lp) und (V*,||.||v+) normierte Ridume, D eine Umge-
bung von (ug,po) € U X P und die Abbildung G : U x P — V* geniige den
Bedingungen

1. G ist stetig in D mit G(ug,po) = 0,

2. g—g und g—g existieren als partielle Fréchet-Ableitungen in D und diese

sind in D stetig und
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3. der inverse Operator

5 1
(%[Uojpo]) V= U

existiert und ist linear und beschrdankt.

Dann existieren eine Umgebung P von py und ein Operator A : P — U,
sodass qilt:

1. G(A(p),p) =0 fiir allep € P,
2. G(u,p) = 0 impliziert u = A(p) fir alle p € P und

3. A ist Fréchet-differenzierbar in P mit

a5 05
Alpl=—-(=A — A 2.7
o= (S 1a081) 31408 2.7)
fiir alle p € P.
Beweis: Siehe z. B. Theorem 12.4.1 und Corollary 1 in [62]. 0

Falls die Voraussetzungen des obigen Satzes erfiillt sind, dann existiert die
Ableitung J' = % des Fehlerfunktionals

d=30Bo(A®),p),

wenn der Operator B und das Funktional j Fréchet-differenzierbar sind. Diese
Ableitung kann mittels eines adjungierten Problems berechnet werden. Der
folgende Satz ist eine Verallgemeinerung eines Resultats aus [30] fiir lineare
und von den Koeflizienten unabhéngige Beobachtungsoperatoren.

Satz 2.3 (Adjungiertes Problem) )
Die Voraussetzungen von Satz 2.2 seien erfillt. Des Weiteren seien J und B
Fréchet-differenzierbar (Gdteaux-differenzierbar). Dann gelten:

1. Das Funktionald : P — R, ist wohldefiniert und Fréchet-differenzierbar
(Géteaux-differenzierbar) in einer Umgebung P von py.

2. Seip Element der offenen Menge P, in der A und J Fréchet-differenzierbar
sind (siehe 1.), und v = A(p). Wennn €V fir alle 6u € U das adjun-
gierte Problem

(ngunn) = (B Golusln) @9
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lost, dann ist die Ableitung von J gegeben durch

(@'lp], 67) = <5' B(u,p)], %[u,p]@ _ <n, ‘Z—ﬁ[u,p]ap> (2.9)

fiir alle ép € P.

Bewelis:

1. Die Behauptung folgt sofort aus dem Satz iiber die implizite Funktion
und der Kettenregel.

2. Aus der Definition des Funktionals J folgt unter Anwendung der Ket-
tenregel zunéchst

@09 = <é' [Bu,p)], o= (B0 (4(5), ) ap>

= (B0, (Sl + Solun ) i)

_ <gf B(u, )], %[u,p]5p>

(3B, Golu % o)

(7

Da 7 das adjungierte Problem (2.8) 16st, erhalten wir

@], p) = <a'[vs<u,p>],%[u,p]ap> (2.10)
+ (n gl ).

Vollstandiges Differenzieren von G (A(p),p) = 0 liefert

49 o 95 dA 0
0= d—p(ﬂ(p),p) = au[u,p] i + 8p[u,p],
woraus
g =
ou P dp  9p P

folgt. Das Einsetzen in (2.10) ergibt die Behauptung

('), 5p) = <5’ B, p)], %[u,p]@ _ <n, ‘g—ﬁ[u,p]ap> C (211)

O



16 KAPITEL 2. ZUR LOSUNG INVERSER PROBLEME

Bemerkung 2.4 Unter Aufspaltung des Fehlerfunktional J in

I(p) = > 3k o Bio (A(p),p)

ist die Ableitung unter den entsprechenden Voraussetzungen gegeben durch

@l o) =3 (#5009, w510 ) — (o Sl

k=1
fiir alle p € P, wenn n € V Losung von

K

(nGturidn) =S (5 Butu )], 5t o

k=1

fiir alle du € U ist.

2.2.2 Der Fall des diskreten Problems

Fiir eine numerische Lésung wird die unendlichdimensionale Modellgleichung
(2.6) durch ein Diskretisierungsverfahren in ein endlichdimensionales Pro-
blem tiiberfiihrt. Deshalb betrachten wir ein nichtlineares Gleichungssystem

9(u,p) = 0 (2.12)
fiir eine nichtlineare Abbildung
G:R" xR — R™

(u,p) — G(u, p)
oK)

mit den Dimensionen m,r € N und stetigen partiellen Ableitungen 32 und
g—g als vereinfachtes Modell des direkten Problems. Die Losung und die Pa-
rameter sind nun als reelle Vektoren u € R™ bzw. p € P C R" gegeben.
Wir setzen wieder voraus, dass fiir eine offene Teilmenge P von P das
Gleichungssystem (2.12) fiir jedes p € P genau eine Lésung u € R™ besitzt.

Somit kann der direkte Losungsoperator
A:P - R™
P u

als implizite Funktion gemif

S(A(p),p) =0
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definiert werden. Das Fehlerfunktional J sei analog zum kontinuierlichen Fall
definiert als

J:P—Ry
p—JoBo(Ap) ZﬂkoBo D)

mit stetig differenzierbaren Beobachtungsoperatoren
B : R™ x R" — R
(u,p) — wi
und stetig differenzierbaren Funktionalen
J, : R* — R,

firk=1,...,k
Der Gradient % des Fehlerfunktionals kann wie folgt berechnet werden:
Zunéchst wenden wir wieder die Kettenregel an und erhalten

Z—i = % (50 Bo (A(p),p))

B dﬂk
B XK: dJe (3‘Bk N 0By, %)
- L= dw, \ Op Ou dp

_ Z dgy, 0By Z ddy 0By, dA

_— 2.13
dwy, 8p dwy Ou dp ( )

Aus G (A(p),p) = 0 folgt durch vollstandiges Differenzieren

_dS _ 98SdA 89
= " oud o (2.14)

Wenn 23 regulér ist, dann erhalten wir % aus (2.14) als

w__ (09 o5
dp ou Op

und folglich

ngk 6Bk 0By (6_9)‘13_9
dwy, ou \ Ou op |
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Eine andere Moglichkeit besteht darin, wie im kontinuierlichen Fall ein ad-
jungiertes Problem zu betrachten:
Finde ein n € R™, welches

29 dJ, 0By
T~ = 2.1
" ou Z dwy, Ou (2.15)
16st.
Nach (2.14) gilt
05dA 9§
Oudp  Op
Aus dieser Gleichung, (2.13) und (2.15) folgt somit
aj dJy OBy dJx By dA
% N Zdwk dp Zdwkau dp
B Z dJx 6Bk 89 0GdA
N dwy, 8p 8u dp
dJy 0By ;09
= Y Ik oY 2.1
dwk dp g dp (2.16)

Dieses Ergebnis kann auch direkt aus Bemerkung 2.4 abgeleitet werden.

2.3 Verallgemeinerte Integralidentititen und
Identifizierbarkeit

Die Methode der Integralidentitdten wurde in [6] zur Untersuchung der Iden-
tifizierbarkeit im Sinne von Definition 2.1 von Koeffizientenfunktionen bei
partiellen Differentialgleichungen entwickelt. Es wurde die Aquivalenz von
Optimierungs- und Identifizierungsproblemen gezeigt. Siehe hierzu [9], [10],
[11], [12]. Eine etwas allgemeinere Form dieser Methode ist in [30] dargelegt.

Das Prinzip der Methode besteht darin, einen nichtlinearen Operator G,
welcher als schwache Formulierung einer partiellen Differentialgleichung an-
gesehen werden kann, in zwei Operatoren §G, und G, aufzuspalten. Diese
Operatoren, Finite-Differenzen-Versionen von g—§5p und %511, werden zur
Definition adjungierter Probleme herangezogen, tiber welche die Identifizier-
barkeit gezeigt wird.

Wir verwenden im Weiteren die Bezeichnungen aus Unterabschnitt 2.2.1.
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Definition 2.5 Wir definieren fir k =1, ...,k die Operatoren
6By : P x P— W,

durch
0By (p1,p2) = Br(A(p1),p1) — Br(A(p2), p2)

mit p1,ps € P. Der Operator

SB:PxP—W
ist definiert durch
6B1(p1,2)
0B(p1,p2) == w1 — w2 = B(A(p1),p1) — B(A(p2),p2) = :
5Bn(p1ap2)

0B ist eine Finite-Differenzen-Version von %5}) und die Identifizierbarkeit

der Parameter p € P aus einer Beobachtung w = B(u, p) bedeutet, dass die
Implikation
p1 # p2 — 6B(p1,p2) # 0

fiir alle py,p, € P gilt. Dabei ist zu beachten:
e 0B(p1,p2) #0 <— ke {l,..,k}:0Br(p1,p2) #0
e 0B(p1,p2) =0 <= Vke{l,..,k}:0Bk(p1,p2) =0

Definition 2.6 Seien pi,p, € P zulissige Parameter und u; = A(pr),us =
A(p2) die zugehdrigen Lisungen.

1. Der (nichtlineare) Operator
09, : PxP—V*
wird definiert durch

6Gp(p1,p2) = G(u2,p1) — G(u2,p2)
= SG(A(p2), 1) — G(A(p2), p2)

fiir alle py,ps € P.
2. Ein (nichtlinearer) Operator
N:PxP—V*
heifit G-u-adjungierter Operator, falls gilt

N(plaPZ) = 9(“1,171)—9(?12,])1)
= SG(A(p1),p1) — 5(A(p2), p1)-
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3. Sei 0G, ein G-u-adjungierter Operator. Dann ist np € V eine Losung
des 0G,-adjungierten Problems fiir By und ein w;, € Wy, wenn gilt

(6Gu(p1, p2), M) = (Wi, 0B (p1,p2))- (2.17)

Bemerkung 2.7 Wenn g—g stetig ist, so erhélt man einen §-u-adjungierten
Operator durch

6Gu(p1,p2) = / —[u2 + s(u1 — u2), p1] ds - (u1 — u).
Siehe z. B. Theorem 12.1.5 in [62].
Mit den obigen Definitionen kann nun ein Lemma formuliert werden.

Lemma 2.8 (Verallgemeinerte Integralidentitéten)
Seien py,p; € P zulissige Parameter, uy = A(py), us = A(ps) die zugehiri-
gen Losungen und 09, ein G-u-adjungierter Operator. Wenn eine Losung
e € V des G, -adjungierten Problems (2.17) fir By und ein wi € Wi exi-
stiert, so gilt

(09p(P1, p2), k) = —{w, 6Bk (p1, P2))- (2.18)

Beweis: Wegen u; = A(p;) und us = A(ps) gilt zunichst

S(ug, p2) = 0= G(u1,p1).

Aus der Definition von 69, und 4G, folgt damit

(6Gp(p1,p2),mk) = (G(u2,p1) — G(u2, p2), M)
= (S(u2,p1) — G(w1,p1), k)
— (0Gu(p1, P2), k)
—(wpg, 6B (p1,p2)),

denn 7 ist Losung von (2.17). 0

Bemerkung 2.9 Die Bezeichnung von Gleichung (2.18) als Integralidentitét
ist dadurch motiviert, dass in [9], [10], [11] und [12], wo die Giiltigkeit dieser
Gleichung fiir Spezialfille gezeigt wird, die beiden Seiten der Gleichung durch
Integrale reprisentiert werden.



2.3. IDENTIFIZIERBARKEIT 21

Mit (2.18) haben wir eine Gleichung erhalten, die eine Relation zwischen
Anderungen in den Parametern, reprisentiert durch 0G,, und Anderungen
in den Beobachtungen, reprisentiert durch §By, darstellt. Hierauf beruht die
Grundidee des Beweises der Invertierbarkeit von , Koeffizienten-zu-Daten“-
Abbildungen. Die Hauptschwierigkeit liegt darin, geeignete adjungierte Pro-
bleme gemif Definition 2.6.3 zu finden. Wenn derartige adjungierte Probleme
existieren, dann konnen hinreichende Bedingungen fiir die Identifizierbarkeit
angegeben werden.

Satz 2.10 (Identifizierbarkeit)

1. Zwei Losungen uy = A(py) und uy = A(pz) des direkten Problems

fiir die Parameter py,ps € P sind voneinander verschieden (uy # us),
wenn gilt

59p(p15p2) 7& 0.

2. Es sei 09, ein G-u-adjungierter Operator und fir jedes k € {1,...,k}
existiere eine Losung m, € V' des 6G,-adjungierten Problems (2.17) fir
By und ein 0 # wy, € W}

(a) Falls fiir ein k € {1,...,k} und alle py, ps € P mit p, # py
(6Gp(p1,p2), M) # 0

gilt, dann sind die Parameter p € P aus der Beobachtung wy, =
By (u,p) und damit auch aus der Beobachtung w = B(u, p) identi-
fizierbar.

(b) Wenn fiir alle p1,ps € P aus

(69p(p1,p2), k) =0 fiir alle k € {1, ..., k}

p1 = po folgt, so sind die Parameter p € P aus der Beobachtung
w = B(u, p) identifizierbar.

Beweis:
1. Aus der Definition von 65, und G(u1, p1) = G(ug, p2) = 0 folgt
0# 59p(p1,P2) = 9(“2,171) - 9(“27172)

S(ug,p1) — G(u1,p1)
= 9(“2,171)

I

und damit u; # us.
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2. (a) Nach Lemma 2.8 gilt fiir py, p, € P mit p; # ps

0# <69P(p1ap2)a77k> = - <wZa 0B (p1,12)) ,
also 0Bg(p1,p2) # 0 und damit auch §B(p;, p2) # 0.

(b) Es sei angenommen, dass die Parameter der Menge P nicht iden-
tifizierbar sind aus der Beobachtung w = B(u, p). Dann existieren
Parameter p;,p; € P mit p; # p; und 0By(py,ps) = O fiir alle
ke {1,...,k}. Aus Lemma 2.8 folgt

(09p(p1,p2),mk) =0 fiir alle k € {1, ..., K},

womit nach Voraussetzung p; = py gilt. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme.

|

Bemerkung 2.11 Die Aussage 2.a aus Satz 2.10 ist eine Spezialisierung von
Aussage 2.b. Wenn die Voraussetzung von 2.a gilt, so ist automatisch auch
die Voraussetzung von 2.b erfiillt.

Der obige Satz kann wie folgt interpretiert werden: Wenn geeignete ad-
jungierte , Steuerungen“ w; € W, existieren, sodass die Losungen 7 der
zugehorigen adjungierten Probleme gewisse Bedingungen erfiillen, dann spie-
geln sich Anderungen der Parameter in den Beobachtungen wider. Es besteht
eine Art Aquivalenz zwischen der ,Beobachtbarkeit® des direkten Problems
(Identifizierbarkeit) und der , Steuerbarkeit* des adjungierten Problems.

Wenn es sich bei den Parametern p € P um Koeffizientenfunktionen han-
delt, so wird eine Anderung der Funktionen nur dann zu sichtbaren Ande-
rungen in den Beobachtungen fiihren, wenn diese Funktionen auf eine sinn-
volle Weise vergleichbar und unterscheidbar sind. In unseren Anwendungen
betrachten wir stetige und skalare Funktionen, bei denen die Begriffe der Ver-
gleichbarkeit und Unterscheidbarkeit gem&f Definition 3.5.5 in [30] geeignet
sind.

Definition 2.12 (Vergleich- und Unterscheidbarkeit von Funktionen)
Es seien gegeben eine zusammenhdngende Teilmenge I von R und zwei reelle
Zahlen a < b, a,be I.

1. Zwei Funktionen f, g € C(I) sind vergleichbar auf [a, b], wenn die Men-

ge
{z €la,b] | f(z) = g(2)}

eine endliche Vereinigung von zusammenhdngenden Teilmengen von

[a, b] ist.
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2. Zwei Funktionen f,g € C(I) sind unterscheidbar auf [a,b], wenn sie

(a) wvergleichbar auf [a,b] sind und

(b) fir mindestens ein x € [a, b]

fz) # g(x)
gilt.
Da fiir stetige Funktionen f und g die Menge
{z €la,0] | f(z) =g(z)}

abgeschlossen und demzufolge

{z €(a,b)| f(z) # g(x)}
eine offene Menge ist, erhalten wir

Folgerung 2.13 Es seien f,g € C(I) unterscheidbar auf [a,b]. Dann exi-
stiert eine endliche Anzahl von offenen und zusammenhdngenden Intervallen
I; Cla,b] (j =1,...n), sodass f(z) = g(z) fir alle z € [a,b] \ Uj_, I; und
fiir alle j =1, ...,n entweder f > g auf I; oder f < g auf I; gilt.

Bemerkung 2.14 Wenn f und g vergleichbare Funktionen sind, so schnei-
det bzw. beriihrt die Funktion f — g die Gerade y = 0 nur in endlich vielen
Stellen.

Beispiel 2.15 Funktionen, die nicht unterscheidbar sind, miissen nicht not-
wendig in allen Punkten ihres Definitionsbereichs gleich sein. Ein Beispiel
sind die beiden Funktionen f(z) =0 und g(z) = z"sin (%) auf einem Inter-
vall [a,b] mit 0 € [a, b]. Obwohl beide Funktionen auf [a, b] beschridnkte und
stetige Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 besitzen, sind f und g auf [a, b
nicht vergleichbar. Vergleichbarkeit wird also keineswegs durch Glattheitsei-
genschaften impliziert.

Beispiel 2.16 Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] die Funktionen f(z) =
sin (1), g(z) = sin (2) +2 und h(z) = 0. Die Funktionen f und g sind ebenso
wie g und h auf [0, 1] vergleichbar. Die Funktionen f und h sind aber nicht
vergleichbar auf [0,1]. D. h., die Vergleichbarkeit auf einem Intervall [a, b]
erzeugt keine Aquivalenzrelation in Cfa, b].

Im Folgenden definieren wir Funktionenrdume, in denen die Vergleichbar-
keit zu einer Aquivalenzrelation fiihrt.
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Definition 2.17 FEine Funktion f € Cla,b] heifit stiickweise holomorph,
wenn eine endliche Zerlegung a = z9 < ... < z, = b von [a,b] existiert,
sodass fir alle i = 1,...,n die Einschrinkung von f auf das Teilintervall
[xi_1, ;] holomorph ist. Demgemdf$ definieren wir

Cowala,b] := {f € Cla,b] | f ist stiickweise holomorph}

und
Cowala, 0] := {f € C'[a,b] | f' ist stickweise holomorph} .

Es ist klar, dass gilt Cp,[a,b] C Cpwala,b]. Dariiber hinaus gelten die
folgenden Aussagen:

Satz 2.18
1. Zwei beliebige Funktionen f, g € Cpyala, b] sind vergleichbar auf [a, b].

2. Zwei Funktionen f,g € Cpyala,b] sind genau dann unterscheidbar auf
[a,b], wenn f # g in [a,b] im dblichen Sinne.

3. Seien f,g € Chy.la,b] unterscheidbar auf [a,b] mit f(Z) = g(Z) fir ein

Z € [a,b]. Dann sind deren Ableitungen f' und g' ebenfalls unterscheid-
bar auf |a, b].

4. Seien f,g € Cpwala,b] unterscheidbar auf [a,b]. Dann sind die Funk-
tionen F(z) := [* f(y)dy und G(z) := [ g(y)dy unterscheidbar auf
[a, b].

Bewelis:

1. Da f und g stiickweise holomorph auf [a, b] sind, existiert eine endliche
Zerlegung a = xy < ... < x, = b, sodass fiir alle « = 1,...,n die
Einschrankung h; := (f—g)|[z;_,,z;) holomorph ist. Nach einem Resultat
aus der Funktionentheorie (siehe z. B. Kapitel 8, §1.3 in [45]) ist damit
h; entweder konstant oder die Menge {z € [z; 1, ;] | hi(z) = a} ist fiir
jedes a € R endlich. Daraus folgt aber, dass die Menge

{z € [zin, @] | fz) = g(2)}

entweder leer, gleich dem Intervall [z;_1,z;] C [a,b] oder eine end-
liche Vereinigung von zusammenhingenden, abgeschlossenen Mengen
{z¥} C [a,b] ist. Also ist {z € [a,b] | f(z) = g(z)} eine endliche Verei-
nigung von zusammenhangenden Teilmengen von [a, b], womit f und g
auf [a, b] vergleichbar sind.
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2. Die Behauptung folgt sofort aus der Vergleichbarkeit der beiden Funk-
tionen.

3. Nach 1. sind f' und ¢’ auf [a, b] vergleichbar. Angenommen f'(z) = ¢'(x)
fiir alle z € [a,b]. Dann ist f — g konstant, also entweder

(a) f(z) = g(z) fir alle z € [a, b] oder
(b) f(z) # g(x) fiir alle z € [a, b].

Der Fall (a) kann nicht eintreten, da f und g auf [a, b] unterscheidbar
sind. Der Fall (b) steht im Widerspruch zur Voraussetzung f(Z) = g(%)
fiir ein & € [a,b]. Also folgt, dass f'(x) # ¢'(x) fiir mindestens ein
z € [a,b], d. h. f' und ¢’ sind unterscheidbar auf [a, b].

4. Zunichst folgt F,G € Cy,[a,b], womit F und G vergleichbar sind. Da
f und g auf [a, b] unterscheidbar sind, existiert eine endliche Zerlegung
a=2xy<..<uax, =>bvon [a,b], sodass in jedem offenen Teilintervall
(z1,2), ¢ = 1,...,n, entweder f = g, f > g oder f < g und in
mindestens einem offenen Teilintervall die Ungleichheit gilt. O. B. d. A.
sei f > g in (zg, ;). Dann folgt

F(z) - G(z) = / (@) — 9(w))dy > 0

fiir ¢ € (g, z1]. Folglich sind F' und G unterscheidbar auf [a, b].

Bemerkung 2.19 Die oben definierten Rdume enthalten insbesondere alle
stetigen bzw. stetig differenzierbaren, stiickweisen Polynomfunktionen.
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KAPITEL 2. ZUR LOSUNG INVERSER PROBLEME



Kapitel 3

Modell zur Identifizierung der
hydraulischen Funktionen

3.1 Mathematische Beschreibung der Saulen-
experimente

Der Fluidtransport durch das in der Sédule befindliche porése Medium wird
beschrieben durch die Richards-Gleichung in der Druckformulierung. Dieses
Modell setzt sich zusammen aus der Volumenerhaltungsgleichung

und dem Darcy-Gesetz

q(z,t) = —K(¢(x,1))V(4(z,t) + 2) (3-2)

fir (z,t) € Qr, Qr := Q x (0,T). Hierbei bezeichnen
1 den Druck, skaliert auf die Hohe einer entsprechenden Wassersiule
g die volumetrische Fliefirate [Linge/Zeit] und
z die Hohe entgegen der Gravitationsrichtung [Linge].

Die Koeffizientenfunktionen ©(t) und K (¢) beschreiben die hydraulischen
Eigenschaften des porésen Mediums. Die Retentionsfunktion ©(¢) [-] stellt
eine Beziehung zwischen Druck und Fluidgehalt 6 her. K () [Linge/Zeit]
gibt die hydraulische Leitfahigkeit in Abh&dngigkeit vom Druck wieder.

Der ungeséttigte Bereich, wo neben dem Fluid auch Luft im Porenraum
vorhanden ist, wird charakterisiert durch negative Driicke ¥ < 0. In diesem
Bereich sind die hydraulischen Funktionen © und K nichtnegativ und mono-
ton wachsend. Im geséttigten Bereich, wo ¥ > 0 ist, sind diese Funktionen

27
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konstant: o) = 0

Folglich handelt es sich bei der Richards-Gleichung um eine elliptisch-para-
bolisch degenerierte Gleichung. Die Hysterese der hydraulischen Funktionen
(vgl. z. B. [58]), die in der Natur vorzufinden ist, wird in unserem Modell
nicht beriicksichtigt.

Das Modell zur Beschreibung des Sdulenexperiments wird vervollstandigt
durch die Angabe einer Anfangsbedingung

¥(z,0) =tho(z) inQ (3-3)

und zwei Typen von Randbedingungen auf dem Rand I' = 0€2. Der Aus-
flussrand, bezeichnet mit I'p, wird durch eine Dirichlet-Randbedingung mo-
delliert:

Y(z,t) = g(z,t) auf I'pr:=Tp x (0,T). (3.4)

Fiir den restlichen Teil des Randes, bezeichnet mit I'z, wird eine homogene
Fluss-Randbedingung angesetzt, um die Isolation dieses Teils des Randes zu
beschreiben:

q(z,t)-v=0 auf Cpp:=TF x (0,7). (3.5)

Dabei bezeichnet v die Auflennormale. }
Die Beobachtung sind gegeben durch den Druck auf I'r C I'p

Wi o (T,t) = (x,t)  auf Cpr:=Tp x (0,T) (3.6)
oder im Inneren des Gebietes
wg, (@, 1) = P(z,t) in Qr =0 x(0,T) (3.7)

mit  C Q sowie den kumulativen Ausfluss auf f‘D cI'p
t
Wi, (2,1) = / q(z,7)-vdr auf Tpp:=Tpx(0,T). (3.8)
0

Das Losen des Modells (3.1-3.5) fiir gegebene Funktionen © und K lie-
fert eindeutige Beobachtungen wi , wg, und wy, und wird als das direkte
Problem bezeichnet, die Simulation des Sdulenexperiments. Die experimen-
tellen Bedingungen erlauben es, sich bei der Simulation auf das entsprechende
rdumlich eindimensionale Modell zu beschrinken. Wir werden im Weiteren
dennoch das rdumlich mehrdimensionale Modell und dessen Diskretisierung
betrachten und uns nur dort auf den eindimensionalen Fall beschridnken, wo
es erforderlich ist. Fiir hinreichend glatte Koeffizienten © und K hat das
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direkte Probleme eine eindeutige glatte Losung, sofern die Lésung aufgrund
der Anfangs- und Randbedingungen 1 < 9 fiir ein ¢ < 0 erfiillt, d. h. {iber-
all ungesittigt ist (siehe z. B. [37]). Im allgemeinen gesittigt-ungesittigten
Fall kann wegen der elliptisch-parabolischen Degeneration nur eine eindeutige
schwache Losung geringerer Regularitit garantiert werden ([2], [44]). Speziell
die Zeitableitungen besitzen nur eine L2-Regularitit.

Die hydraulischen Funktionen werden hiufig durch empirische Modelle be-
schrieben. Eines der in der Bodenphysik géngigsten Modelle stammt von van
Genuchten und Mualem [60]. Fiir ¢ < 0 lautet dies:

n—1

G(dj) = eres + (esat - gres) <m> N (39)
(1= (Capr 1+ (o))’
K(Y) = K — : (3.10)

L+ (—ap)r)a

Hierbei sind a und n rein empirisch motivierte Parameter. Daneben existiert
eine Vielzahl weiterer Modelle (siehe z. B. [28]). Durch die Auswahl eines die-
ser Modelle wird die prinzipielle Form, insbesondere das Kriimmungsverhal-
ten, der hydraulischen Funktionen a priori festgelegt. Um dies zu vermeiden,
werden wir einen allgemeineren formfreien Ansatz verwenden, bei dem © und
K als Funktionen identifiziert werden. Es werden nur die folgenden (physika-
lisch gerechtfertigten) Annahmen gemacht, die im Weiteren stets erfiillt sein
sollen.

Annahme 3.1
1. © € CH(—00,0] mit 0 < O(¢)) < Oy und 0 < ©'(¢p) < ¢ mit ¢ > 0.
2. K € Ch(—00,0] mit 0 < K(¢) < Koy und 0 < K'(¢) < k mit k > 0.

8. 1hy € CY() mit by > 0 und V(1o +2) = 0 in Q (d. h. verschwindender
Fluss im Anfangszustand).

4. g € CY(Tpr) mit g(z,0) = 4h(z) auf T'p.

3.2 Schlechtgestelltheit des inversen Problems

Das inverse Problem besteht darin, aus experimentellen Daten fiir die Be-
obachtungen wy , wg,, und wp ~die zugehdrigen Koeffizienten © und K zu
rekonstruieren. Im Folgenden seien einige Beispiele fiir die Schlechtgestellt-
heit des inversen Problems aufgefiihrt. Hierzu betrachten wir das rdumlich
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eindimensionale Modell

8t@(¢) — Oy (K(¢)( Ozt — )) = in (O’L) X (O’T)’ (3'11)
Y(z,0) = =z in (0, L), (3.12)

W(L,t) = g(t) in(0,T), (3.13)

K(4(0,1))(0:4(0,2) =1) = 0 in (0,T). (3.14)

Hier ist Q = (0, L) entgegen der Gravitationsrichtung orientiert, d. h. z = 0
ist das obere, z = L das untere Ende der vertikal ausgerichteten S&ule.

Beispiel 3.2 Es sei ¢ Losung von (3.11-3.14) fiir die Koeffizienten ©; und
K. Dann ist ¢ ebenfalls Losung von (3.11-3.14) fiir die Koeffizienten ©, :=
©; + a und K, wobei a € R beliebig wihlbar ist. Denn es gilt 9;,0:(¢) =

9,02(¢).

Dies hat unmittelbar zur Konsequenz, dass aus den Beobachtungen ws. ,
wg, und wi  nicht die Retentionsfunktion © identifizierbar ist, sondern nur
die Kapazitatsfunktion ©'(y). Um ©(%)) zu erhalten, muss z. B. der Wert 6y
vorgegeben werden. Eine andere Mdoglichkeit besteht darin, Fluidgehaltsmes-
sungen bei der Identifizierung zu beriicksichtigen.

Beispiel 3.3 Sei ¢'(t) < 0in (0,T). Dann kann fiir beliebige Koeffizienten
(0, K), die den Annahmen 3.1 geniigen, wie in Lemma 3.4 in [9] gezeigt
werden, dass fiir die Losung 1 von (3.11-3.14)

9(T)+z—L <¢(x,t) <z fir (z,t) € Qr (3.15)
gilt. Wenn wir beispielsweise zwei Paare (0, K;) und (0, K,) mit

Kl(’gb) = Kz(’gb) fiir ’l,b € [%,OO),
Ki(y) # Ka(y) fiiry € (—o0,9)
betrachten, wobei ¢ := g(T') — L, so folgt aus (3.15), dass der Druckbereich

auf dem sich K; und K, unterscheiden fiir die Lésung des Problems (3.11-
3.14) nicht relevant ist und somit fiir die zugehérigen Losungen

Y1 =12

gilt. Die Identifizierung der hydraulischen Funktionen muss daher auf das
Intervall [t), 00) bzw. [, 0] eingeschrankt werden.

Das folgende Beispiel zeigt, dass auch Messfehler eine Schlechtgestelltheit
des inversen Problems verursachen koénnen.
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Beispiel 3.4 Es sei wieder ¢'(¢t) < 0 in (0,7"). Dann kann unter Annahme
3.1 gemif Lemma 3.1 und Lemma 3.4 in [9] fiir (3.11-3.14) gezeigt werden,
dass die Beobachtungen wr,(t) = ¥(0,t) und wr,(t) = fot q(L,7) dr den
Bedingungen

Owr,(t) <0 und OQuwr,(t) >0

geniigen. Fiir wy, (z,t) = 9(z,t) folgt nach Lemma 3.3 aus [9]
Owy, (t) <0 (fast iiberall in Qr).

Wenn Messfehler zu nichtmonotonen Daten fiir den Druck und kumulativen
Ausfluss fithren, so existieren keine Funktionen © und K mit den Eigenschaf-
ten 3.1, die diese Messdaten reproduzieren kénnen.

3.3 Kontinuierliches Modell

3.3.1 Variationsformulierung

Zunichst wird die Richards-Gleichung auf die Form gebracht, wie sie in
der Arbeit von Alt und Luckhaus [2] verwendet wurde. Hierzu wird eine
Kirchhoff-Transformation auf die neue Unbekannte

P
= K(0) = /0 K(s)ds (3.16)

durchgefiihrt. Wegen Annahme 3.1 ist K(¢) streng monoton und damit in-
vertierbar. Nun definieren wir

b(u) = ©o0XK *(u),
k(s) = Ko®7!(s),
b = Bb(K(zh)).
Weiterhin werden folgende Annahmen gemacht:

Annahme 3.5

1. Q C RN sei ein beschrinktes, konvexes Gebiet mit Lipschitzrand 02 =
I'p UT'r mit I'p messbar.

2. Es emistiere ein up € L*((0,T); H'(2)) N L*®(Qr) mit up|r, = K(g)
und dyup € L*((0,T); L*(Q)).

3. Es emistiere eine meflbare Funktion u® € L*(Q).
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4. Die Funktionen b und k seien Lipschitz-stetig.
Bezeichnung 3.6 H&,D(Q) ={u € Hl(Q) | u|p, = 0}.

Geméf Definition 3.9 in [52] und Definition 1.1 in [18] wird eine schwache
Lésung des direkten Problems definiert:

Definition 3.7 Eine Funktion v wird als schwache Lésung des direkten Pro-
blems (3.1-8.5) bezeichnet, falls

1. u—up € Lz((O,T);H&D(Q)),
2. b(u) € L=(Qr),
3.
/ (b(u) — b(u))dn — / (Vu+k(b@)Vz)-Vn=0  (3.17)

fiir alle n € L*((0,T); Hy p(Q)) mit 8 € L®(Qr) und n(.,T) = 0 fast
dberall in (2.

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung erhaltem wir
nach Alt und Luckhaus ([2]) die folgende Aussage (vgl. Theorem 3.10 und
Theorem 3.11 in [52]).

Lemma 3.8 Unter den Annahmen 3.1 und 3.5 existiert eine eindeutige schwa-
che Lésung des direkten Problems.

Beweis: Siehe [2] Theorem 1.7 und Theorem 2.4. O

3.3.2 Gemischte Variationsformulierung

Im transformierten Problem gilt

qg=—(Vu+Ek(b(u))Vz)

/ qdr € HY'(Qr)

0
nach Lemma 3.14 in [52]. Mithilfe dieser Flussvariablen wird nun eine ge-
mischte Variationsformulierung fiir das riicktransformierte Problem aufge-
stellt.
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Bezeichnung 3.9
1. L p((0,7); H'(2)) == {9 € L*((0,7); H(Q)) | ¥|r, = O} -
2. Ly p((0,T); HY(Q)) == { € L*((0,T); H'(2)) |
¥ —ge L p((0,T); H())} .
8. Hop(div; Q) = {g € H(div; ) | q- vlr, = 0}.

Definition 3.10 (u, q) ist eine schwache gemischte Losung des direkten Pro-
blems, wenn

1. (¥,q9) € Ly p((0,T); H'(Q)) x L*((0,T); Ho,r(div; Q)),

2.

—/Q@(wo)n(-,o)— g O(¢)din + . V.gn=0 (3.18)

fiir allen € L*(Qr) mit O € L*(Qr), n(.,0) € L=(Q) undn(.,T) =0
fast tiberall in Q und

/ q-v+ K@)V v+ K@Y)Vz-v=0 (3.19)
T QT QT
fiir alle v € (L2(Qr))N.

Nun koénnen die in Kapitel 2 eingefiihrten Bezeichnungen fiir das kontinu-
ierliche Modell spezifiziert werden.

Bezeichnung 3.11
1. U := L. 5((0,T); H(Q)) x L*((0,T); Ho,r(div; Q)) (Losungsraum,).

2.V = {n € L*Qr) | 0 € L®(Qr),n(.,0) € LX)} x (L*(Qr))"
(Raum der Testfunktionen).

3. (a) Tpr sei messbare Teilmenge von T pr, Wi, == L2(f‘FT),
,81 € LOO(FFT) mat ﬁ1|1-\FT\f\FT =0 und 61|fFT > 0.
(b) Qr sei messbare Teilmenge von Qr, Wy := L*(Qr),

Qr

Ba € LOO(QT) mat 52|QT\QT =0 und ’62|C~2T > 0.

(c) Tphr sei messbare Teilmenge von Tpr, Wi, . = Lz(f‘DT),
v € L®(Tpr) mit Vlppmipe =0 und vlp,,. > 0.

(d) WfDT = L*(Tpr).

Hierbei sind 1, By und v die Gewichte der einzelnen Beobachtungen.
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4. Der Koeffizienten- bzw. Parameterraum P ist der Raum aller Funktio-
nenpaare (0, K), die der Annahme 3.1 geniigen.

Die Beobachtungsoperatoren

ngT U — Wf‘FT
(¢a Q) = /81¢|f‘FT
BQT U — WQ
B, U — Wi
(¥, q) — —7/ v dr
0
@fDT U — Wf‘DT
(¥0) = vdlfp, v

seien wohldefiniert.

Bemerkung 3.12 Ein Vorteil der eingefiihrten gemischten Formulierung
besteht darin, dass wir ausschliefilich lineare Beobachtungen beriicksichtigen
miissen, die explizit nicht von den Koeffizienten © und K abhingen.

Annahme 3.13
1. O K*,KX* € L*>(Qr).
2. F* € L*(Qr).
3. g € L*(Tpr).
4. h* € L*(Tpr).

Ausgehend von der gemischten Form wird mit diesen Annahmen ein ad-
jungiertes Problem definiert.

Definition 3.14 (n,v) ist eine schwache gemischte Losung des zum direkten
Problem adjungierten Problems, falls

1. (n,v) € Vmitn(.,T) =0 fast iberall in Q,
2.

| eon+ | V(K¢) v+ K*d)Vz-v:/ F*¢+/ b
Qr Qr Qr Qr Trr
(3.20)
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fir alle ¢ € L ,((0,T); H(2)) und

/ w-v+ V-wn:/ g w-v (3.21)
T Qr Ipr

fiir alle w € L?((0,T); Ho r(div; Q).
Lemma 3.15 Die nichtlineare Abbildung G : U x P — V* sei gegeben durch
<9((’LL, C_Z), (@a K))a (77’ U)> =

— [ ew)am+ V-qn+/ got [ K@)Vy-u
Qr Qr Qr Qr

N O / (o)., 0) (3.22)
QT Q

fir (¥,q) € U, (©,K) € P und fiir alle (n,v) € V mit n(.,T) = 0 fast iberall
in Q. Dann ist (v, q) schwache gemischte Losung des direkten Problems fiir
die Koeffizienten (0, K) genau dann, wenn (v, q) die Gleichung

5((¢,4),(6,K)) =0 (3.23)
erfiillt.

Beweis: Sei (1, q¢) schwache gemischte Losung des direkten Problems und
(n,v) € V mit n(.,T) = 0 fast iiberall in Q. Wenn wir (3.18) und (3.19)

addieren, so erfiillt die resultierende Gleichung (3.23).
Wenn (3.23) fiir alle Testfunktionen (n,v) € V mit n(.,T) = 0 fast iiberall
in Q giiltig ist, so auch fiir (n,0) und (0, v). Hieraus folgt (3.18) und (3.19).
O

Bemerkung 3.16 In der Notation von Kapitel 2 sei jetzt stets (¢;,¢q) =
‘A‘(@’H K’t)a 1=1,2.

Lemma 3.17
1. Die Abbildung 6Ge,x) : P x P — V* erfiillt
(6S(0,K)((©1, K1), (02, K3)), (n,v)) =

_/Q (©1(t2) — @2(¢2))8t77+/ (K1(12) — K3(12)) Vb - v

Qr
+ [ (Kuln) ~ Kalwa)) V20— [ (©1(00) — Ba(ui) n(.0)
(3.24)
fir alle (n,v) € V mit n(.,T) = 0 fast dberall in Q.
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2. Sei
1
o = /()@g(¢2+s(¢1—¢2)) ds,
1
K* = /0 K (s + s(th1 — 1)) ds,
1
5o /0 K1 (s + 5(tr — 1)) ds.

Die Abbildung 0G(y,q) : P X P — V*, die durch

<59(¢‘,¢1)((®1: Kl), (@2, Kz)), (77, ’U)> =

- / O (Y1 — ¥2)0m + o V(1 —q)n

+ /<q1—q2)-v+ V(K (s — 1)) - v
Qr Qr

Qr

fir alle (n,v) € V mit n(.,T) = 0 fast iberall in Q definiert wird, ist
ein G-(v, q)-adjungierter Operator.
Beweis:
1. Siehe Definition 2.6.1.

2. Nach Theorem 2.18 in [30] gilt

O™ (Y1 —tha) = O1(¢1) — O1(¢2)
K*(lbl - lbz) = K1(¢ ) - Kl(lbz)
Ky — b)) = Ki(¥hr) — Ki(tha)

[y

und mit Definition 2.6.2 folgt unter Beachtung von

VX(Y) = K(¢4)Vy

die Behauptung.
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Satz 3.18 Sei (n,v) eine schwache Lisung des adjungierten Problems fiir
1
0" = / Of (2 + s(¥1 — ¢2)) ds,
0
1
K = [ Kt st~ ) ds,
0

1
X = [ Ku(ba+ sl — b)) ds.
0

1. Wenn F* = w%Tﬁz, 0 # w%T € We,., 9° = 0 fast dberall auf I'pr und
h* = 0 fast iberall auf Tpyp, dann ist (n,v) eine Lisung des 0G(y,q)-

adjungierten Problems fiir den Beobachtungsoperator BQT und wéT.

2. Wenn F* = 0 fast iberall in Qr, g* = 0 fast dberall auf T'pr und
h* = wliiFTﬂl, 0 # wliiFT € Ws,..., dann ist (n,v) eine Losung des 6Gy,q)-
adjungierten Problems fir den Beobachtungsoperator Bs_ und wIiiFT.

3. Wenn F* = 0 fast iberall in Qr, g* = G)l:DTfy, 0 # GJI’QDT € Wi, und
h* = 0 fast iberall auf T'py, dann ist (n,v) eine Losung des 0G(y.q)-

adjungierten Problems fiir den Beobachtungsoperator By = und GJI’{DT.

Beweis:

1. Zunéchst gilt

<WZ}T,5BQT((@1,K1),(@2,K2))> = /sz}Tﬁz(l//l—?ﬁz)
- /QTF*(wl—wz)-

Da 4y =1 € L§ p((0,T); H'()) und 1 —gz € L*((0, T); Ho,r(div; ©2)),
gelten (3.20) fiir ¢ = ¢, — ¥, und (3.21) fiir w = ¢; — go. Summation
von (3.20) und (3.21) liefert, dass fiir alle (01, K1), (©2, K») € P

(08001, K1), (02, K2)), (n,0)) = (8w, 6B, (€1, K1), (€2, K2) )
erfiillt ist.

2. Analog zu 1. folgt die Behauptung mit

(5 1 8Bt (©1,K0), (02 Ky = [ (01— )

Tpr?
Tpr
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3. Die Behauptung folgt analog mit

<G’1:DT’5’BI"DT((@1, Ky), (@2,K2))> = / 9 (@ — @) - v.

I'pr

3.3.3 Identifizierbarkeit

Neben den Annahmen 3.1 seien in diesem Unterabschnitt noch die folgenden
Annahmen giiltig.

Annahme 3.19
1. N=1,Q=(0,L), L >0, 'y = {0} und T'p = {L}.
2. Der Wert ©(0) = b, sei fest vorgegeben.
3. ¢'(t) <0 fiir allet € (0,7T).
4. Vz = —1 (vertikale Orientierung entgegen der Gravitationsrichtung).
5. Qr = Q x (0,T) mit meas(Q) > 0.
6. Die Losung des direkten Problems (1, q) sei hinreichend glatt.

Bezeichnung 3.20
1. ¢ :=g(T) - L.
2. Po:={f € Cpualt,0] | f, f' >0, f,f' #0}.
3. P := {f € Coua), 0] | f € C3,[9,0), £, /' >0, f, f' # 0}

Aus Lemma 3.4 in [11] wissen wir, dass fiir die Losung des direkten Pro-
blems gilt (vgl. auch Beispiel 3.3)

Y<y< L

Der G-(v, ¢)-adjungierte Operator aus Lemma 3.17.2 fiithrt nach Satz 3.18
auf das adjungierte Problem aus Definition 3.14 mit den Koeffizienten ©*, K*
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und K* gemaf Satz 3.18. Im eindimensionalen Fall lautet dieses adjungierte
Problem in der klassischen Formulierung

0+ K0+ K'v = —F* (3.26)
vo= 0.1 in Qr, (3.27)
n(,T) = 0 in Q, (3.28)
X*(0,.)v(0,.) = —h* in (0,7), (3.29)
n(L,.)) = ¢* in (0,7, (3.30)
bzw.
0*0n+ K*Open + K*0,n = —F* in Qr, (3.31)
n(,T) = 0 in Q, (3.32)
XK*(0,.)0,n(0,.) = —h" in (0,7), (3.33)
n(L,.) = ¢" in (0,7),. (3.34)

Fiir die Losung dieses Problems erhalten wir die folgenden Aussagen.

Lemma 3.21 Seien ©*, K* und X* gemdfl Lemma 3.17.2 definiert. Seien
(n,v) die Lésung von (8.26-3.80) und 7 € (0,T), sodass ©*, K* und X* auf
(0,7) nicht identisch verschwinden. Dann gelten:

1. Wenn g* € C[0,T] mit

g > 0 in [0,7),
g =0 in [1,T]
und h* =0, F* =0, so folgt
n>0 und v>0 in Q x [0,7),
n=0 und v=0 in Q x [1,T].

2. Wenn h* € C[0,T] mit

o< 0 in|0,7),
h* = 0 in [7,T]

und g* =0, F* =0, so folgt

n<0 und v>0 in Q x [0,7),
n=0 und v=0 in Q x [r,T].
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3. Wenn F* € C(Qr) mit
F* > 0 inQx|[0,7),
F* =0 sonst
und g* =0, h* =0, so folgt

n>0 in Q x [0, 7),
n=20 sonst.

Beweis: Da die Koeffizienten ©*, K* und K* nichtnegativ sind, folgen die
Aussagen jeweils aus einem Maximumprinzip (vgl. [5], [11] und [12]). O

Satz 3.22

1. Sei K gegeben. Dann ist die Koeffizientenfunktion © € Pg identifizier-
bar aus einer der Beobachtungen &r ., wrp, oder wep,,..

2. Sei © gegeben. Dann ist die Koeffizientenfunktion K € Py sowohl aus
der Beobachtung wr,, als auch aus der Beobachtung wr,, identifizier-
bar.

3. Das Koeffizientenpaar (0, K) € Po x Py ist aus den Beobachtungen
@r,p und wr,, tdentifizierbar.

Bewelis:

1. Seien 01,0, € Py mit ©; # O,. Da ©,(0) = 0,(0) = 64y, folgt
fir 60(¢) := ©1(¢)) — O2(9) nach Satz 2.18 und Folgerung 2.13, dass
0. B.d. A £,& €R) & < &, existieren mit §©'(¢) > 0 in (&,&) C
[¢,0] und §©'(¥)) > 0 in [, 0]. Sei

T:=max{t € (0,T) | (., t) > & fast tiberall in Q;}.

Fiir den Operator 6Ge,x)((©1, K), (02, K)) erhalten wir nach partieller
Integration

<59(9,K)((®1a K)’ (®2a k))a (77, 'U)> = / 59,(¢2)8t¢277-

T

Nach Lemma 3.3 in [11] gilt, dass
Opby < 0 fast iiberall in Qr. (3.35)

(n,v) sei die Losung von (3.26-3.30) mit den Koeffizienten gemafl Satz
3.18.
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(a) Wenn g¢*, h* und F* gemifl Lemma 3.21.1 bzw. 3.21.3 gewé#hlt
werden, so folgt mit 6©'(12) > 0 in einer Nichtnullmenge von @,
<69(®,K)((®1a K)a (®2a K))a (77’ U)> < 0.

Mit Satz 3.18 und Satz 2.10.2.a folgt die Identifizierbarkeit von ©
aus der Beobachtung wry, bzw. wg, .

(b) Wenn g*, h* und F* gemifl Lemma 3.21.2 gew&hlt werden, so folgt
mit 00'(¢2) > 0 in einer Nichtnullmenge von @,

(65(0,x)((01, K), (02, K)), (n,v)) > 0.

Die Satze 3.18 und 2.10.2.a liefern damit die Identifizierbarkeit
von © aus Wr,.

2. Seien Ki, K, € Px mit Ky # K. Fiir 0K (¢) := K1 (¢) — Ky(1) gibt
es analog &,& € R, & < &, sodass 0. B. d. A. 0K (¢) > 01in (&,&) C
[1,0] und 6K (3p) > 0 in [€s,0]. 7 sei wie oben definiert. Der Operator
6S(0,5)((0, K1), (0, K>)) ist gegeben durch

<59(9,K)((®’ Kl)’ (9’ K2))’ (77’”)> = o 5K(’l/12)(8$¢2 - 1)”'

Nach Lemma 3.2 in [11] gilt
Optha —1 <0 fast iiberall in Q7. (3.36)

(n,v) sei die Losung von (3.26-3.30) mit den Koeffizienten gemifl Satz
3.18 und g*, h* und F* analog Lemma 3.21.1 bzw. 3.21.2 definiert.
Dann folgt mit 6K (15) > 0 in einer Nichtnullmenge von @,

(85(0,1((01, K), (€3, K)), (1,v)) < 0.

Hieraus folgt mit den Sétzen 3.18 und 2.10.2.a die Identifizierbarkeit
von K (1) aus wr,, und @r,.

3. Seien 01,0, € Py und K, K, € Pk. Nach Satz 2.18 sind ©' und O
sowie K; und K, vergleichbar. Es existieren also eine zu ©] und ©)
gehdrende Zerlegung

P<b << .<n<0
und eine zu K; und K, gehorende Zerlegung

Pp<&i<b<..<§ <0,
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sodass 00'(¢)) und 6K (1) ihr Vorzeichen auf den jeweiligen Teilinter-
vallen nicht &ndern. Wir setzen é ‘= max {{m, én} und

T := max {t € (0,T) | 1hs(.,t) > € fast iiberall in Qt} .

Fiir den Operator 69 e x)((©1, K1), (O1, K3)) gilt nach partieller Inte-
gration

<59(@,K)((@1’K1)’(@1’K2))’(77"0)> = o 5®I(¢2)at¢277

+ 0K (¢2) (0319 — 1)v.
Qr
Sei (n1, v1) Losung von (3.26-3.30) mit den Koeffizienten aus Satz 3.18
und g*, h* und F* gemifl Lemma 3.21.1. Sei (1, v2) Lésung von (3.26—
3.30) mit den Koeffizienten aus Satz 3.18 und g¢*, h* und F* geméif
Lemma 3.21.2. Aus

(85(0,1)((01, K1), (O1, K2)), (m,v1)) = 0
(6S(0.5)((81, K1), (01, K3)), (12, v2)) = 0,
d. h.

5@I(¢2)8t¢2771 = - 6K (12)(0x12 — 1)1y
Qr Qr

5@I(¢2)8t7/]2772 = - 5K('/’2)(3a:1/12 - 1)’02’
Qr Qr
folgt mit (3.35), (3.36) und Lemma 3.21 bei Beachtung, dass in [£, 0]
kein Vorzeichenwechsel von 60’ and § K stattfinden kann,
60’ (1)5) = 0 und K (1)) = 0 in [€, 0].

Da ©,(0) = ©2(0) folgt §©(1)2) = 0. Somit gilt also

@1 = @2 und K1 = Kg in [é, 0]
Analoges Vorgehen fiir das jeweilige Restintervall [¢, €] liefert nach end-
lich vielen Schritten die Gleichheit in [1, 0]. Durch Anwendung von Satz

3.18 und Satz 2.10.2.b folgt hieraus die Identifizierbarkeit von © und
K aus den Beobachtungen &r,, und wr,.,.

a
Aus Satz 2.18 folgt unmittelbar
Lemma 3.23 Sei r,, € Cpwal0,T]. Dann bleiben die Aussagen von Satz

3.22 dber die Identifizierbarkeit giltig, wenn die Beobachtung wr,, ersetzt
wird durch die Beobachtung wr, .
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3.4 Diskretes Modell

3.4.1 Diskretisierung

Mithilfe der in [52] beschriebenen hybrid-gemischten Finite-Elemente-Me-
thode wird die Richards-Gleichung in der Druckformulierung in ein diskretes
Modell iiberfiihrt. Dabei wird von einer angepassten gemischten Variations-
formulierung ausgegangen, die sich aus der Formulierung in Definition 3.10
durch partielle Integration in (3.19) und entsprechende Anpassung der Funk-
tionenrdume ergibt.

Zunéichst wird durch das implizite Euler-Verfahren in der Zeit diskretisiert.
Dazu werden eine endliche Zerlegung

0=t"<t'<.<t"=T
des Zeitintervalls [0, 7] und die Bezeichnungen
At = !
() = (1)
¢() = q(-t)
eingefiihrt.
Fiir die rdumliche Diskretisierung zerlegen wir das Gebiet {2 in eine endliche
Anzahl von Elementen T mit | JT = . T bezeichne die Menge aller Elemente

und € sei die Menge aller Kanten (bzw. Knoten im rdumlich eindimensionalen
Fall). Das Gebiet 2 sei polygonal berandet, sodass eine disjunkte Aufteilung

8:8[UEFZEIU8DUEF
mit
I'p=E¢Ep, I'r=E,f und &; = innere Kanten

moglich ist.
Nach Einfiihrung der diskreten Funktionenrdume

M (T) == {nel* Q)| nlre PT)VT €T}
N° o(&) = {AeL?€&) | Ape P (E)VE € & Ap=0VE € &p}
RT*,(T) = {q e (LX) | qlr € RTY(T) VT € ‘I}

(P? bezeichnet den Raum der konstanten Funktionen und RT° den Raviart-
Thomas-Raum niedrigster Ordnung) gelangen wir mit der Hybridisierung,
bei der anstelle von ¢ € H(div, ) nur noch ¢|r € H(div,T') gefordert wird,
zu folgender volldiskreter hybrid-gemischter Variationsformulierung:
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Fiir alle Zeitpunkte ¢, i € {1,...,m}, ist
(Why Mhy a1) € M2 (T) x N2, 4(€) x RT? (T) die Lésung von
/ O (¥h)m + At"/ Vg = / O (¥4 ) (3.37)
Q Q Q
Vi, € M°,(T)

—|-/Vz-vh+Z/ tup v = —/ gup -V (3.38)
Q oT T'pr

Yo € RT°,(7)

S [ dhdhv = 0 Ve Nu@). (339)
T

Bemerkung 3.24 )\, in (3.38) bezeichnen die durch die Hybridisierung ein-
gefiithrten Freiheitsgrade (Lagrange-Multiplikatoren) und die Gleichung (3.39)
die zusitzlich zu stellende Forderung (vgl. Abschnitte 3.1 und 3.2 in [52]).

Fiir die Riume M?,(T) und N?, ((€) verwenden wir jeweils die Basisfunk-

tionen el 5
1 fallsx € S, .
ps(z) = { 0 fallsz ¢ S mit S €{F,T}

und fiir den Raum RT?°,(T) wihlen wir die Basisfunktionen wrg, deren
Tréger jeweils das Element 7T ist und die

/ wrg -V ds = 6EE’
El
erfiillen. Fiir die diskrete Losung haben wir nun die Darstellungen

Vi) = ) vrer(e)

TET

MN(@) = > Agor(z)
| =S

G(z) = > Y drgwrs(z)
TeT ECT

Mit den abkiirzenden Schreibweisen
RTE ‘= / Vz-wrg, Brep = / wrg - wre, br:= Z BTEE’
T T B'CT
erhalten wir nach Auswertung der Integrale und anschliefender statischer

Kondensation (vgl. Abschnitt 3.3 in [52]) ein System von diskreten Glei-
chungen.
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3.4.2 Diskretes direktes Problem

Definition 3.25 ()\h,z,bh,qh) (XL bt gt )ico,..m mit AL = (Ny)pee € REI
P = (MNo)per € R7 und ¢ = (¢hg)reT.BCT € Rlér+2e1l 45t Lésung des
diskreten direkten Problems, wenn

Ap = Yo VE € &
Yr = Yor VI'eT

K (¢%) Z BTEE’ A — 2rm)

E'CT

Q%E
VI € T,ECT mit E ¢ Ep

und fir allet=1,...,m

Z K (yr) Z Brpp Wy — X — 2rm) = 0

TOFE E'CT
i—1
<N¢T D N ) +|T| (‘/’T)Mb Wr) _gyreq (3.41)
ECT
K (¢7) Z BTEE’ —2rm) = Grg
E'CT

VI'e T,ECT,E ¢8F (3.42)
sowie

N = ¢&. VEeé&p
¢bp = 0 VE€Ep,TOE

gilt, wobei N die Anzahl der Kanten pro Element ist.

Die Gleichungen (3.41) sind die Diskretisierung der Kontinuitatsgleichung,
die Gleichungen (3.42) sind das diskrete Darcy-Gesetz und die Gleichungen
(3.40) beschreiben zusammen mit (3.42) die Erhaltung des Flusses iiber die
Kanten. Die Gleichungen (3.42) konnten aus dem Gleichungssystem elimi-
niert werden. Wir behalten sie jedoch bei, da wir zur Losung des inversen
Problems Beobachtungen des (kumulativen) Flusses verwenden. Als Aus-
druck von Druck und den Lagrange-Multiplikatoren wéren diese Beobachtun-
gen nichtlinear. Die Lagrange-Multiplikatoren kénnen als Approximationen
des Druckes auf den Kanten interpretiert werden.
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Bezeichnung 3.26
1. Der Lésungsraum ist gegeben als Uy, := RE x RI7I x Rlérl+2/ér],
2. Vi, :=U; = RE x R7! x Rérl+2&1l st der Raum der Testfunktionen.

3. pI:p@XPK.

Zur Vereinfachung der Notation wird angenommen, dass die diskreten Be-
obachtungszeitpunkte in der Menge {t°, ¢!, ...,¢™} enthalten sind. Die diskre-
ten Beobachtungen sind wie folgt definiert:

(a) WF,h =R np €N,

Bpp:U — Wpgy
A%,
(Yn, Ay an) = wpp = :
N5,
fiir ny verschiedene Paare (ig, Ey) € {0,...,m} x Ep.

(b) WQ,h = RnQ, ng € N,

BQ,h U — WQ,h
P
(Y, Anyqn) — won = 5

inQ
TnQ

fiir ng verschiedene Paare (i, Ey) € {0, ..., m} x T. Wenn der Beobach-
tungsort einer Kante der Diskretisierung entspricht, dann kénnen auch
die Lagrange-Multiplikatoren verwendet werden.

(C) WD,h = RnD, np € N,

@D,h U — WD’h
q;—l'E1
(d}ha )‘ha Qh) — a)D,h = :

inp,
4rE,,
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bzw. bei der Approximation des kumulativen Ausflusses durch die Tra-
pezregel
BD,h U — WD,h
i1 A ; i+1
3 20 A" grp, + d7m,)

(l/fh, Ahaqh,) = Wpp =

inn—1 A : . .
3 it AT (q’frEnD + q}*blnD)
fiir np verschiedene Paare (ig, TEy) mit ¢ € {0,...,m} und Ej €
Ep, T D Ek.

Wir definieren folgende Abbildungen:

K :U, x P — RHDE

durch
Hw a0, 0, K) = ((H %5 K))pee)
:HZE( ;ww;wK) =
Yop — A, o i =0,
> 15 K@) Y g Brpw (U5 — Xy — 2rm), i #0,E ¢ Ep,
gZE_)‘ZEa i?éO,EESD,
G: U, x P — RM+7]
durch

Q(Ahaqﬁhaqha@’K) = ((917’()‘;7,’ ;L_I,QJJZ,@,K))TE(I)
Sr((Nhs b 1 00, ©,K) =

Y9 — o, | =0,

K(W) (M — Cper X ) + |TI 220, i 0

1=0,...,m

und
F .U, x P — RmH)-(€rl+2lex))

durch
T 00, ,K) = ((FrpOs i 6l K)) e )

ECT
%I’E(()‘;v d);w qz’ K) =

K1) Y per Brop(Vr — No — 2r0) — Grp, E ¢ Er
_qa“Ea FE e EF
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Damit ist (3, An, gn) genau dann Losung des diskreten direkten Problems
fiir © € Py und K € Pk, wenn das nichtlineare Gleichungssystem

J{()‘hawhtha@aK) =0
S(Ahawhaqha@aK) =20 (343)
H:(Ah,dlh,Qh,@,K) =0

erfiillt ist. Die Gleichung G(An, ¥, gn, ©, K) = 0 kann gedeutet werden als
eine implizite Darstellung des Drucks auf einem Element. In den Abschnitten

3.3 und 3.4 in [52] ist erldutert, dass fiir eine hinreichend feine Diskretisierung
a5

5 streng positiv und G4 nach dem
T

(in Zeit und Raum) die Ableitungen

Druck aufgel6st werden kann:

Ui =G N Ui ). (3.44)
EET

Wenn (3.44) in H(Ap, ¥, qr, ©, K) = 0 eingesetzt wird, so erhalten wir
fiir alle 7+ = 1,...,m ein globales nichtlineares System fiir die Lagrange-
Multiplikatoren, welches mit einem Newton-Verfahren geldst wird. Im rdum-
lich eindimensionalen Fall ist die direkte Losung der in diesem iterativen
Verfahren auftretenden linearen Gleichungssysteme fiir die relevanten Ge-
biete iiberschaubarer Lénge mit dem Gaufi-Verfahren in verniinftiger Zeit
moglich. Im mehrdimensionalen Fall kann hierzu ein Mehrgitterverfahren ein-
gesetzt werden (siehe [52]). Durch Losung der lokalen Probleme (3.41) und
(3.42) erhalten wir dann den Druck auf den Elementen und den Fluss iiber
die Kanten. Der Algorithmus zur Losung des diskreten direkten Problems
lautet wie folgt:

Algorithmus 3.27 (Diskretes direktes Problem)
Setze Xy = vole, ¥y = Yoz
Berechne q) aus FO(\), 49, ¢, K) = 0.
Firi=1,...m
Lose 30 (M, G (X per Mo @p;;*l) ,K) = 0.
Berechne ¢, = G* (ZEcT A%, ,’;1).
Berechne ¢!, aus F'(\i, %, ¢t K) = 0.

Indem wir (3.43) schreiben als

5 J—C()‘had]haqha@aK)
(77}7117 I?:Ul,{)g()‘ha’gbhaqhv(—)vl{) = (77;?7 ’?’U’{') Q(Ahal/)haqha@aK)
3:()‘ha ,Q/}ha qh, @a K)
= n{:}(()\hawhaqha@aK)
+559()\h, Yh, qh, ©, K) + U}T?(Ah, Y, qn, ©,K) =0 Y(0hy Eny Un) € Vi,
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erhalten wir eine schwache Formulierung des diskreten direkten Problems.

3.4.3 Adjungiertes Problem

Definition 3.28 (1, &, v) € RE x Rl x RIér #2811 st eine Losung des
zum diskreten direkten Problem adjungierten Problems, wenn fiir alle i =

1,....m—1
- Z Br Z Brppmi + Z BrppVim + & | = hy
TSE E'CT B'CT
EBl'¢ep
> (BTbT +7TE) My + (BTN+5T + TA‘tl| ) ¢
ECT
E¢ep
0 *% 1 *’ |T‘ z—|—1 %
+ ; (BT br + ’YTE) Urg — Qr Ati+1p, =F; VT'eT (3.46)
E¢ep
—vihy=ghy VT €T, ECT (347)
und
—e— Y 3By | &+ D Brppvig | p =0 VE€Ep,  (3.48)
TOFE E'CT
Bl¢ep
firi=20

1l — Zﬁ Z Brpptey = Ry VE€E (3.49)

TOFE E'CT

E'¢ep
T
> (5}°bT + 7}0) Vi + & — oz#’%&} — F VT €T (3.50)
ECT T
E¢ep

und Gleichung (3.47) sowie fiir i = m die Gleichungen (3.45) und (3.46)
ohne den Term mit &7 und die Gleichungen (8.47) und (8.48) erfiillt sind.

Dieses adjungierte Problem stellt ein lineares Gleichungssystem dar, wel-
ches direkt in der Form aus Definition 3.28 geldst werden kann. Analog zum
direkten Problem kann aber auch hier die Dimension des zu l6senden Glei-
chungssystems reduziert werden. Die Werte von v& 5 sind direkt durch (3.47)
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gegeben und konnen in den anderen Gleichungen entsprechend ersetzt wer-
den. Die Gleichungen (3.46), (3.48) und (3.50) kénnen nach &} aufgelést und
damit die entsprechenden Terme in (3.45) substituiert werden, vorausgesetzt
die Koeffizienten von & sind verschieden von Null. Das Resultat ist ein li-
neares Gleichungssystem fiir 7, der folgenden Form:

1 i 7 ; i ;
* * % * —1 7
E : Y 4 o «i [T E , (B br + YrE )NE — Br E , Brppme
e | PrV T 07 + Q1 xmpr mcr BE'CT
E'¢ep

-0 Y

TOFE E'CT

E'¢ep
1 i i i i i ‘T| i1
—— . . F*—|—Z(B*bT+'y* Ngrg + ap — o
¥ i o T T T TE')ITE T Azt 17 ST
T N+ 6T + ar A|t"l|7T EL?IQCST At bT
F
VEeg&\&p (3.51)
und
i 1 i i .
Mg+ Y = Y, (Brbr + Vi) =
TOE T N +06r +af A|ti(‘)T EE;;ECéZT
D
1 i i i .
Z — - - F*+Z(,8*bT+’Y* I)gz '
o " b T 1T T TE' )ITE
F

i T ; i _ i
+a ] ginn _ 7 > Brimgiw ¢ VE€Ep (3.52)

Ao,
E'CT
E'¢ep
firi=1,....m—1,
%0 %0 _ %0
—ny=hg—> Br > Bripgrm VEEE (3.53)
TOFE E'CT
B'¢tp

und fiir 4 = m Gleichungen (3.51) und (3.52) ohne den Term mit &7
Fiir &, gilt

: 1 i i % %
&E’b = i i i T F'}: + Z (6;’ bT + V;E)Q;E
7N+ 07 + of A'tu';T Bt
F
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|T| z—|—1 o « i
+ok Atitib, EZCT (Br +vrE)NE VI'eT (3.54)
E¢Ep

fire=1,....,m—1,

7]

0 _ O 0
&r = Fr +QTF1bT

&+ > (Brbr+vip)gie YT ET  (3.55)
ECT

BE¢ép

und fiir 4 = m (3.54) ohne den Term mit £™'. Gegeniiber dem direkten
Problem muss das adjungierte Problem allerdings zeitinvers gelost werden.

Eine Aussage zur Losbarkeit werden wir spéter treffen (siehe Unterabschnitt
3.4.4).

Algorithmus 3.29 (Adjungiertes Problem)
Fiiri =m,...,1

Lése das lineare Gleichungssystem (8.51,3.52).

Setze m in (3.54) ein.

Berechne &, aus (3.54).

Setze v = —g*".
Berechne nh aus (3.53).
Berechne &) aus (8.55).

%0

Setze v) = —g* .
Lemma 3.30
1. Die Abbildung 6G(e,x) : P x P — Vi erfillt

77555'((91{ +§1?59(9K +U£5?®K =

Z Z 77E Z 5K1 Z BTEE’ ¢T,2 - )‘35',2 - ZTE')

i=1 Ec&\é&p TDE E'CT
s Y T : -
+Y ) & {my (Nw;z PRV ) M', (607 — 607 1)}
i=1 TeT ECT T
+ZZ Z UTECSK’;“ Z BT}lgEr (Yr2 — A2 — 2rmr)
i=0 TeT BT E'CT

mat 59%’ =0 (7’%,2) - 62(1/”3“,2) und 5K’j’ =K (7’%,2) - K2(¢§“,2)-
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2. Fiir die adjungierten Beobachtungsoperatoren gilt:

(a) BE, : RF — RIMTDIE mag

(BT )z _J1 falls i = iy, E = Ey, fir eink € {1,...,nrp},
Fh) B 0 sonst.

(b) BT, : Re — R mi

T 0 sonst.

(’Bg h)i { 1 falls i =iy, T =Ty, fir ein k € {1,...,ng},

(C) ‘B%,h - R0 R(m+1)-(|€r|+|81|) mat

(@T )1 _ [ 1fallsi=iy, TE = TE; fir ein ke{l,...,np},
D:h 0 sonst.
Beweis:

1. Siehe Definition 2.6.

2. Die Behauptung folgt aus der Definition der Beobachtungsoperatoren.

|

Satz 3.31 (np, &, vn) € Vi sei eine Losung des zum diskreten direkten Pro-
blem adjungierten Problems fiir die Koeffizienten

. 1 . . -
o = /(; Ol (dfér,z + 8(%1 - 71’;,2)) ds,

i

;’ = K (WT;),
" . . 1 . . .
’Y;"ZE = Z Bz_"}JE' (lb;",z - )\iE",z - ZTE’)/ K{ (7/’5“,2 + 3(7%“,1 - ¢5“,2)) ds,
E'CT 0

: ~ . . 1 . . .
& = <N¢§~,2 — Z )\E'g) /0 K; (7%",2 + s(drg — 7%“,2)) ds.

ECT

1. Wenn F* =0, ¢g* =0 und
h* = B ,w*

mit w* € R, so ist (np,&n,vn) eine Losung des (59(,\h,¢h,qh)—adjun—
gierten Problems fiir den Beobachtungsoperator Bp) und w*.
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2. Wenn

mit w* € R, g* = 0 und h* = 0, so ist (na,&n, vn) eine Losung des
0G0 won.an) -adjungierten Problems fiir den Beobachtungsoperator Bg
und w*.

3. Wenn F* =0,
g* — @g,hw*

mit w* € R* und h* =0, so0 ist (1n, &, vp) eine Losung des }
0G(An vn,an) -adjungierten Problems fiir den Beobachtungsoperator Bp p,
und w*.

Bewelis:

5G(Ah:¢h14h)((®17 Kl)a (927 K2))
= G((Mn1,¥n1,qn1); (01, K1) = G((Anzy Yhizs Gh2), (01, K1)

ist linear in (Ap1 — An2, Yh1 — Yh2,qh1 — Gn2). Mit Umformungen der Art

Ky (97,0097, — Ki(¥r2)¥n
= K (1[’31,1)1/)%,1 - K (WT,l)wfir,z + Ky (¢fir,1)¢§1,2Kl (lb;:z)@b’fr,z

1
- {w;,l)w;,z [ K+ s~ 052) ds}<¢;,1—¢;,2>

erhalten wir
(T > € > V) OG(ap ) = Bopw™

3.4.4 Berechnung des diskreten Gradienten

Im numerischen Verfahren werden die Koeffizientenfunktionen © und K
ebenfalls diskretisiert. Geeignete Methoden werden im néchsten Kapitel be-
schrieben. Hier sei jetzt angenommen, dass die Funktionen © durch einen
re-dimensionalen und K durch einen rg-dimensionalen Parametervektor ge-
geben sind. Damit haben wir einen diskreten Parameterraum P C R* mit
7 := reg + rg. Es sel weiter angenommen, dass die Koeffizientenfunktionen
nach den einzelnen Parametern differenzierbar sind.
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Im Folgenden werden drei Methoden zur Berechnung des diskreten Gra-
dienten des Fehlerfunktionals fiir einen gegebenen Parametervektor p € P
beschrieben. Dabei verwenden wir ein Fehlerfunktional der Form

In(wp) = gF,h(wF,h) + jQ,h(wQ,h) + gD,h((:)D,h) + gD,h(wD,h)- (3.56)

Wenn nicht alle Teilbeobachtungen beriicksichtigt werden sollen, so sind im
Weiteren die entsprechenden Terme jeweils durch Null zu ersetzen.

Approximation durch Differenzenquotienten

Die partiellen Ableitungen des Fehlerfunktionals nach den einzelnen Para-
metern kénnen durch einen Differenzenquotienten angenihert werden. Bei
geeigneter Schrittweite 7 > 0 lautet die Berechnungsvorschrift fiir den rechts-
seitigen Differenzenquotienten

_ dn(p+7e;) — In(p)

@[p].e.f\/
dp J T

fir j =1,...,7, wobei e; den j-ten Einheitsvektor bezeichnet.

Adjungierte Methode

Bei der adjungierten Methode wird der Gradient des Fehlerfunktionals auf
dem im Abschnitt 2.2 beschriebenen Weg iiber die Losung eines adjungierten
Problems berechnet. Dessen Losung entspricht der Losung des adjungierten
Problems aus Definition 3.28 mit den Koeffizienten

op = O'(¢p)

po= K AT (3.57)
vre = K'r) Y per Brep(Wr — Ng — 2rm) ’

6§‘f = K'(¢%) (N%ﬂ - Y per )‘}5)

Hierbei bezeichnet (Ag, ¥4, qn) die zugehorige Losung des diskreten direkten
Problems und die rechten Seiten sind gegeben durch

Fi' = Joulwanl (Bon)y
gre = dpplwpn] (Bha)y
- "D 1 . .
+ HID,h[‘DD,h] Z §5TEk,TE { (Atz)0<i§ik + (Atz+l)ogz’<ik} ’
k=1

h}‘; = g;ﬂ,h[wl’,h] (th);ﬂ



3.4. DISKRETES MODELL 99

Da in der gemischten Formulierung die Beobachtungen nicht explizit von
den Koeflizienten abhéngen, gilt nach (2.16) fiir den Gradienten

a:g [Ab, U, Ghs D]
[ ] (77]’11,1a ICEaIUI,{) ag_ [)\hadjhaqmp]
% [\n>Un, an, p]

n}’{ggf [)‘ha djha qhap] + g}?% [)‘ha d}ha dh, P ] + U;Zz—'g;: [)‘ha ¢ha qhap]

77;?% [)\ha ’wha qhap] + 5}?% [)‘ha ¢ha qn, P ] + U;{gf [)‘ha wha qhap]

mit
70X 09 oF
nh ap_y [)‘ha ,d)ha qdn, P ] + é-h 8 [)‘ha ¢ha Qhap] + ’U,fl;a— [)‘ha wha qhap] =
= Taﬂ{ 7 OF
Z [)‘hawhaqha ] +£h, 6 [)‘hawhaqmp] +Uh a [)‘hawhth)p]
=0 Dj

Durch vollstidndiges Differenzieren erhalten wir fiir j =1, ..., 7

0
. Z ZUTE WT Z BTlli'E’ ¢T Apr = ZTE')

Bp J Ecé\&p TDOE ECT
- 0K )
N Z Z U Z ¢T Z By (Vs — — 2rg)
i=1 | Bee\ep TDE E'CT
; IT| (0O
+ 36 [—m (NwT > ) s ( SOl - ol 1)]

+ D> U%E WT] Y Bruw Wy — Xp — 2rm) ¢ - (3.58)

Ecé\Ep TDE E'CT

Die Systemmatrix des dimensionsreduzierten adjungierten Problems mit
den Koeffizienten (3.57) entspricht gerade der Jacobimatrix, die auch in-
nerhalb des Newton-Verfahrens zur Losung des diskreten direkten Problems
bendtigt wird. Damit folgt die Losbarkeit des Gleichungssystems stets aus der
Losbarkeit des diskreten direkten Problems. Entsprechend den Ausfithrun-
gen in [52] ist damit das allgemeine adjungierte Problem geméifl Definition
3.28 fiir eine hinreichend feine Diskretisierung eindeutig l6sbar, falls die auf-
tretenden Koeflizienten positiv und monoton wachsend sind. Unter diesen
Bedingungen ist dann auch die Dimensionsreduzierung maglich.
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Algorithmus 3.32 (Berechnung des Gradienten iiber die adjungierte Me-
thode)

Lése das diskrete direkte Problem mit Algorithmus 3.27.

Speichere (Ap, ¥n, qn)-

Lése das adjungierte Problem mit Algorithmus 3.29.

Speichere (N, &, Up)-
Fiir j=1,..,7

Berechne gTi nach (3.58).

Bemerkung 3.33 Zur Berechnung des Gradienten des kontinuierlichen
Problems ist das folgende adjungierte Problem zu 16sen:

O'(Y)om+V -v+ z%%q v = —F*x,t)
vo= K(¢)Vn in QT)
n(z,T) = 0 in Q, (3.59)
v(z,t)-v = h*(z,t) auf T'pr,
n(z,t) = g*(z,t) auf I'pr.

Eine Diskretisierung des kontinuierlichen adjungierten Problems fiihrt auf ein
diskretes Problem, welches im Allg. nicht dquivalent mit dem zum diskreten
direkten Problem adjungierten Problem ist. Wenn wir in unserem Fall das
kontinuierliche adjungierte Problem analog zum direkten Problem mit der
hybrid-gemischten Finite-Elemente-Methode diskretisieren, so kénnen wir
durch geringfiigige Modifikationen im erhaltenen diskreten adjungierten Pro-
blem zum adjungierten Problem aus Definition 3.28 gelangen.

Direkte Methode

Bei der direkten Methode wird nicht zuerst ein adjungiertes Problem gel6st,
sondern die partiellen Ableitungen werden direkt aus (2.14) berechnet. Aus
(3.43) erhalten wir durch vollstdndiges differenzieren

OFC N 9%y 03¢

05 N, 05w, _ 05 ' og

OX, dp; oYL dp; Oy Op;  Op;
oF N oF §i  oFi g 9F°

OX, dp;, ' Oyiop;  Oq,dp;  Op;
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Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir fiir die partiellen Ableitungen
% den Index “p;” und erhalten fiir j =1,...,7

> {(K'(w"T)zﬁ"T,pj + K, ) > Brpp(Wh — Xg — 2rm)

TOFE E'CT
+ KW5) Y Brop (¥, — jwj)} =0 VEc€&\&p (3.60)
E'CT
(K" () + K, (3 <N¢T M )\1> + K (k) (N1/1ij 3N J)J)
ECT ECT

T o .
A (O, — (W R + 0, (05) - 0y, (05)) =0

VI'eT (3.61)
(KI(Q/J%)@%,;D,- + K, ) Z BTEE’ — 27E")

E'CT

+EW5) Y Briw (W, — Nap,) = Grg,, YT €T,ECTE ¢ Ep
E'CT

(3.62)

und )\iE,pj =0VE € &p, qranmj =0 VE € &g fiir i = 1,...,m, sowie )\%,pj =
0VE € €, Y, =0VT € T und (3.62) fir i = 0.

Auch hierbei handelt es sich um ein lineares Gleichungssystem, welches
analog zum diskreten direkten Problem und zum adjungierten Problem zu
einem System fiir die Unbekannten )\%,pj reduziert wird. Die Systemmatrix
entspricht auch hier der Jacobimatrix aus dem Newton-Verfahren. Analog
zum adjungierten Problem ist damit das Gleichungssystem (3.60-3.62) im-
mer losbar, wenn das diskrete direkte Problem lésbar ist. Fiir die einzelnen
Parameter p; dndert sich hier jeweils nur die rechte Seite.

Die partiellen Ableitungen der Beobachtungen sind gegeben durch

%ﬁf’v = )\"E’“k’p]‘, k=1,...np
i
6627;32@ = ;kapj k=1,..,n¢9
86}({%’% = q;-EEk,pj’ k=1,...np
%}im _ _Zkz:lAtm (hmp, +Giipy) . F=1ownp

=0



98 KAPITEL 3. MODELL FUR HYDRAULISCHE FUNKTIONEN

und werden spéter in der Sensitivitdtsmatrix zusammengefasst (siehe Unter-
abschnitt 4.1.5). Der Gradient setzt sich zusammen aus

33h 83Fh 83 h
829]- ] Ow Wrn BFh(Ah,p37¢h,pJa qh,p]) + an, BQ h()\h,pJ , 'Qbh,pja Qh,pj) +
8 93
a~z ’; BD h()\h,pJ ) ¢h,p; ) Qh,p;) + P Z’;BD h()\h,p] . zbh,pj . qh,pj) (363)
firj=1,..,7

Algorithmus 3.34 (Berechnung des Gradienten mit der direkten Methode)
Setze A = tole, 13 = volo-
Berechne q) aus FO(\) 49, ¢) K) = 0.
Fiir j=1,...,7
Setze )\g’pj =0, @bg’pj = 0.
Berechne qg,pj aus (3.62) mit i = 0.
Firi=1,.
Lose TH‘ ()\ﬁl, G? (ZEcT pY 7,[12 1) K = 0.
Berechne 1/Jh = Gt (ZEcT NE, - )
Berechne g, aus F(\i, 4, gt ) =0.
Firjg=1,..,7

Substituiere 1y, ,,. in (3.60) mithilfe von (8.61).

Lése das erhaltene lineare Gleichungssystem fiir )‘;.t,pg
Berechne iy, aus (3.61).

Berechne gj, ,. gemdf (3.62).

Bg’rechne und (speichere) Wy, ., Wohp @ppy, UNd
WD h,p; -

Datiere den Gradienten nach (3.63) auf.

Bei der Berechnung des Gradienten mit der direkten Methode ist also
bei der Losung des diskreten direkten Problems lediglich ein Postprocessing
erforderlich, welches im Wesentlichen aus der Losung von linearen Systemen
besteht. Wenn die Ableitungen der Beobachtungen nicht fiir andere Zwecke
als fiir die Gradientenberechnung benotigt werden, so miissen diese nicht
abgespeichert werden.

Bemerkung 3.35 Die partiellen Ableitungen der Beobachtungen nach p;
konnen auch iiber das adjungierte Problem berechnet werden. Dazu sind die
Funktionale J Fhs HQ r und Jpp als Identitdt zu wéihlen und die Beobach-
tungsoperatoren Brp, B, Bpp und Bp, so zu variieren, dass sie gerade
den gewiinschten Teil von wgp, won, @Wp,n bzw. wp p herausfiltern.
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Vergleich der Methoden

Die Berechnung des Gradienten mit der Finite-Differenzen-Methode erfor-
dert den meisten Rechenaufwand. Bei Verwendung des einseitigen Differen-
zenquotienten ist insgesamt 7 4 1-mal das diskrete direkte Problem, also ein
nichtlineares Gleichungssystem, zu losen. Um mit dem zentralen Differenzen-
quotienten eine héhere Approximationsgenauigkeit zu erhalten, erh6ht sich
der Aufwand auf die 27 + 1-malige Losung des diskreten direkten Problems.

Bei Anwendung der adjungierten Methode ist neben dem diskreten di-
rekten Problem das zugehorige adjungierte Problem zu losen. Da dies je-
doch riickwérts in der Zeit gelost werden muss und dessen Koeffizienten von
der Losung des diskreten direkten Problems abhingen, muss diese komplett
abgespeichert werden. Das adjungierte Problem ist linear, sodass in jedem
Zeitschritt lediglich ein lineares Gleichungssystem zu l6sen ist, um den Gra-
dienten des Fehlerfunktionals zu berechnen. Der Rechenzeitaufwand ist also
geringer als die zweifache Losung des diskreten direkten Problems mit dem
Newton-Verfahren.

Bei der direkten Methode werden in jedem Zeitschritt 7 zusétzliche linea-
re Gleichungssysteme geltst. Fiir den Fall das # nicht zu grof ist, fiihrt die
direkte Methode ungefdhr zu einer Verdopplung der Rechenzeit gegeniiber
dem direkten Problem. Im Gegensatz zur adjungierten Methode ist es je-
doch nicht notwendig die komplette Losung des diskreten direkten Problems
abzuspeichern. In jedem Zeitschritt wird nur die diskrete direkte Losung im
aktuellen Zeitpunkt und der Druck auf einem Element fiir den vorhergehen-
den Zeitschritt benotigt.

Da zur Identifizierung der hydraulischen Funktionen aus Sdulenexperimen-
ten nur das rdumlich eindimensionale Modell betrachtet wird, werden wir die
auftretenden linearen Gleichungssysteme durch Gauf-Elimination losen.

Wenn neben dem Gradienten des Fehlerfunktionals auch sédmtliche parti-
ellen Ableitungen der Beobachtungen nach den Parametern p; von Interes-
se sind, so erhoht sich der Rechenaufwand in der adjungierten Methode,
wahrend bei der direkten Methode diese Ableitungen ohnehin schon be-
rechnet werden. In der adjungierten Methode sind dann insgesamt & :=
nr 4+ ng + 2np adjungierte Probleme mit variierender rechter Seite zu 16sen.
Dies fiihrt insgesamt zu & zusédtzlichen linearen Gleichungssystemen pro Zeit-
schritt. Somit ist die direkte Methode effizienter zur Berechnung der partiel-
len Ableitungen der Beobachtungen, wenn gilt

P < k. (3.64)

Im anderen Fall wire die adjungierte Methode vorzuziehen. Bei den hier
betrachteten inversen Problemen sollte die Gesamtzahl der diskreten Beob-
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achtungen jedoch die Anzahl der Parameter in den Koeffizientenfunktionen
tibersteigen, sodass (3.64) erfiillt und damit die direkte Methode am effizi-
entesten fiir die Berechnung der Ableitungen der Beobachtungen nach den
Parametern in den Koeffizientenfunktionen ist.



Kapitel 4

Numerische Behandlung des
inversen Problems und
Beispiele

4.1 Numerisches Verfahren fiir die Identifi-

zierung

4.1.1 Fehlerfunktional und Beobachtungen

Im Weiteren sei mit S diejenige Teilmenge des rdumlichen Gebietes €2 be-
zeichnet, auf der die jeweilige Beobachtung definiert ist. Durch eine gewich-
tete L>-Norm gelangen wir fiir eine Beobachtung w € L?*(Sr) zu einem Feh-
lerfunktional

gE : LZ(ST) — R+
mit

5o(w) = / (@ — w:)(z, )a(z, ) (w — we)(x, 1)

und einer Wichtungsfunktion a(z,t) € L*(St), a(z,t) > 0, welches Fréchet-
differenzierbar ist mit

(Bl bw) = 2 / (w — w.) (@, t)a(z, t)ow(z, 1)
ST
und die Bedingung 5
Jde(w) =0
genau dann erfiillt, wenn die simulierte Beobachtung w mit der tatséchlichen

Beobachtung w, tibereinstimmt. Wenn eine endliche Anzahl von Beobach-
tungen wy € L?(Sk.r), k =1, ...,k an fixierten Ortskoordinaten durchgefiihrt

61
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wird, so minimieren wir das Funktional

K

Jew) =Y / r(t) (wi(t) — wenlt))?

k=1

Bei der Modellierung der auftretenden Messfehler wird davon ausgegangen,
dass die exakte Beobachtung wp(¢) durch ein weifles Rauschen iiberlagert
wird. Ein mogliches Modell ist z. B.

9
wer(t) = won(t) + € (1:5) sup [wo(t)], (4.1)
t€[0,T1

wobei ¢ € [0,1] und ¢ (t;£), t € [0,T] ein Gaufischer Prozess ist mit der
Erwartungswertfunktion

EC (t; g) =0 Vte[0,T]

und der Kovarianzfunktion

2

Cov (C (t1; %) ¢ (tz; %)) = %5(751 — to)

fiir tl,tz S [O,T] mit
5(t) ::{ 1 firt=0,

0 sonst.

Hierbei gilt fiir jedes # € [0, T

|we k() — wok(B)] < & sup |wou(t)l
te[0,T]

mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.9973. Bei diesem Modell werden Korre-
lationen, d. h. Abhéngigkeiten, zwischen Beobachtungen zu verschiedenen
Zeitpunkten also ebenso ausgeschlossen, wie die einzelnen Beobachtungen wy,
als voneinander unabhéingig betrachtet werden.

Beispiel 4.1 Wenn der kumulative Ausfluss, welcher zu diskreten Zeiten ¢!
beobachtet wird, in die Identifizierung der hydraulischen Funktionen eingeht,
so kann dieser prinzipiell auf zwei Wegen ermittelt werden. Einmal kann zu
jedem Zeitpunkt ¢ direkt das komplette Ausflussvolumen seit dem Beginn
des Experiments gemessen werden, womit wir sofort den kumulativen Aus-
fluss erhalten. In diesem Fall ist das obige Fehlermodell anwendbar. Ande-
rerseits wire es auch moglich zu jedem Zeitpunkt t* das wihrend des Zei-
tintervalls [t!,#') ausgeflossene Volumen zu messen und den kumulativen
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Ausfluss zum Zeitpunkt ¢! durch Addition des erhaltenen Messwertes zum
kumulativen Ausfluss zum Zeitpunkt ¢*~! zu bestimmen. In diesem Fall ist
obiges Fehlermodell jedoch nicht mehr korrekt, da wir hier eine Fehleradditi-
on erhalten und damit der Wert des kumulativen Ausflusses zum Zeitpunkt
t' mit den Werten zu den vorhergehenden Zeitpunkten ¢!, #~2, .. korreliert
ware. Dieser Sachverhalt sollte dann im Fehlerfunktional durch entsprechend
Gewichte beriicksichtigt werden.

Fiir eine numerische Optimierungsprozedur zur Losung von (2.5) werden
die entsprechenden diskreten Versionen des direkten Losungsoperators A,
der Beobachtungsoperatoren By, B und des Funktionals J. benétigt, die wir
analog Kapitel 3 mit Ap, By p, By, und zL,h bezeichnen. Die Diskretisierung
unseres speziellen Problems wurde bereits in Abschnitt 3.4 beschrieben. Die
diskrete Version des Funktional 35 lautet

38 h Wh Z Z ak wa,k 2 (42)

k=1 i=1

mit dem Gradienten
Vialon) = (20 (6~ ot) )
i=1,...,ng

fiir die zu diskreten Zeitpunkten £i, i = 1,..,n; stattfindenden Beobachtun-
gen wyp, k=1, ..., k. Um moglichen Unterschieden in den Gréflenordnungen
der betrachteten Beobachtungen Rechnung zu tragen, ist es vorteilhaft die
von den Messzeitpunkten unabhéngigen Wichtungsfaktoren

-2
1 o~

ap=|— ) wl 4.3

k (n > ) (43)

zu verwenden (vgl. [22] und [35]).

In einem nédchsten Schritt werden wir nun die unbekannten Nichtlinea-
ritdten diskretisieren, d. h. durch eine endliche Anzahl von reellen Parame-
tern beschreiben. Fiir diese Parametrisierung verwenden wir Spline-Ansétze,
bei denen im Gegensatz zu sonst iiblichen Modellen (van Genuchten-Mualem,
etc.) nicht von einer starren Form ausgegangen wird.

4.1.2 Spline-Parametrisierungen

Zur Parametrisierung einer nichtlinearen Funktion f € P = Clwa(R) bzw.

Clya(R) (Definition analog zu Definition 2.17) wihlen wir uns eine Folge



64 KAPITEL 4. NUMERISCHE BEHANDLUNG UND BEISPIELE

endlichdimensionaler Unterrdume P, der Dimension r» € N; mit
P.Cc P, firr<r (4.4)

und

yre-=r

reNL

Diese Unterrédume représentieren wir durch eine Basis {®;,}}_;:
p— T
P,r. —_ Spa;n{@],r}]zl.

Da jede Funktion aus diesem Unterraum einer Darstellung der Form
£ () =D 0ir®ir(¥) (45)
j=1

mit p;, € R, j =1,...,r geniigt, sind die Funktionen aus P, eindeutig durch
einen Parametervektor p, = (p1 s, ..., prr)7 € R definiert. Infolge dieser ein-
eindeutigen Zuordnung kénnen die Rdume P, mit den zugehorigen diskreten
Parameterrdumen identifiziert werden. Die Dimension 7 bezeichnet die An-
zahl der Freiheitsgrade. Die Glattheitseigenschaften der Formfunktionen ®;
bestimmen die Glattheitseigenschaften des Raumes P,.

Die Projektionsoperatoren

,: P — P,

fiir die
lim ||IIrf f“ =0
r—00

gelten soll, werden durch geeignete Interpolationen definiert. Derartige Pro-
jektionsverfahren sind auch gingige Stabilisierungsverfahren, bei denen die
Dimension der Unterrdume die Rolle des Regularisierungsparameters iiber-
nimmt.

Zunéchst legen wir ein Grundintervall [¢, 1] C R und eine Zerlegung dieses
Intervalls fest: N

Y=Y < top... <Yz = 1 (Stiitzstellen).

Damit die Funktion f. € P, auf dem gesamten Raum R definiert ist, konnen
wir diese Funktion auflerhalb des Intervalls [¢,7)] als konstant annehmen.
Nun koénnen grundlegend zwei Konzepte verfolgt werden:
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Lokale Basen

Hierbei handelt es sich um eine Parametrisierung mit den iiblichen B-Splines
als Basisfunktionen (vergl. z. B. [25]). Bei einem stiickweise linearen Ansatz
entsteht die Lagrange-Basis (Hutfunktionen), welche definiert ist durch

Bj(tis) = by fiir 1<4,5 <7 (4.6)

Dabei bezeichnet §;; das Kronecker-Symbol. Fiir diese Basis, die bei 7 Stiitz-
stellen aus » = 7 Basisfunktionen besteht, ist die Interpolation einer Funktion
f im Raum P, leicht zu l6sen: f, € P,, sodass

fr(¢i,r) = f(l/lw-) fiir alle ¢ = 1,..,r

gilt, ist durch

pjr = f(Wir), T=1,.57
gegeben. Die Elemente des so definierten Raumes P, sind in den Stiitzstel-
len nicht differenzierbar. Sie kénnen nur als links- oder rechtsseitig stetig
differenzierbar angenommen werden. Deshalb sind entsprechende Parametri-
sierungen mit B-Splines héherer Ordnung einzusetzen, wenn stirkere Diffe-
renzierbarkeitseigenschaften bendtigt werden.

Die Interpolationsaufgabe bei solchen héheren Ansétzen erfordert die Losung
eines linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der Parameter p;,. So ist
beispielsweise im Raum, der durch quadratische B-Splines gebildet wird, eine
Interpolation definiert durch

fr(&ii) = f(&is)

fiir die Interpolationsstellen

1 ) _
fii = 5(%‘,? + '9/)i—|—1,1=), 1=1,..,7—1

sowie &7 = 917 und &7 = 5 ;. Dies fiihrt auf ein Tridiagonalsystem. Eine
Parametrisierung mit quadratischen B-Splines besteht bei 7 Stiitzstellen aus
r = 7 + 1 Freiheitsgraden. Bei kubischen B-Splines kann eine Interpolation
mit natiirlichen Endbedingungen oder mit Hermite-Endbedingungen gewéhlt
werden (siehe z. B. [25], Kap.6, §3).

Bemerkung 4.2 Als Basisfunktionen ungeeignet sind stiickweise konstante
Funktionen, da diese in den Stiitzstellen unstetig sind und in allen Stetig-
keitspunkten deren Ableitung verschwindet.

Anstelle der lokalen Basen sind auch Basen einsetzbar, wie sie z. B. in [46]
fiir Wavelets konstruiert worden sind.
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Hierarchische Basen

Das Prinzip der hierarchischen Basen beruht auf einer skalenweisen Parame-
trisierung. Die Stufe der Parametrisierung wird durch den Skalenindex s an-
gegeben. Beginnend mit dem Skalenindex 0 gelangt man durch Hinzunahme
eines kompletten Satzes neuer Basisfunktionen auf die jeweils ndchsthohere
Stufe der Parametrisierung. Dazu wéhlt man eine Skalierungsfunktion ¢ mit
dem Tréger [0,1]. Diese kann ein B-Spline sein. Der Ansatzraum P° zum
Skalenindex 0 ist definiert durch die lokale Basis fiir die 2 Stiitzstellen 1) und
P
P’ = Span{q)jﬂ‘o};ozl

(Dabei ist 79 abhidngig vom Grad der Skalierungsfunktion ¢.)
Die hierarchische Basis zum Skalenindex s > 1 besteht nun aus den Basis-
funktionen von P° und den Funktionen

PlY) = ¢ (2]’*% —(i— 1)) fiir j = 1,...,8,4=1,...,2/ 7%,

Damit ist der Ansatzraum P° darstellbar als eine direkte Summe

PP = PoVie.. oV
— Ps—l@vs

der von den Funktionen ¢!, i =1, ...,2/"! aufgespannten Riume
. i
V7 := span{y] Fa

Die Abbildung 4.1 zeigt die Basen der Skalen 0, 1 und 2 fiir den linearen
B-Spline als Skalierungsfunktion.

Eine Funktion f* € P? besitzt r = 2° + ry — 1 Freiheitsgrade zu # = 2° 4+ 1
Stiitzstellen und ist darstellbar durch

s 2071
@) = £:(¥) Zp?% )Y ple (21 ==

j=1 i=1

— (i - 1)) . (4.7)

Iﬁ Iﬁ

Bei dquidistanten Stiitzstellen besitzen alle Basisfunktionen einer lokalen
Basis von P, (mit Ausnahme von ®;, und ®,,) die gleiche L?-Norm. Dies ist
bei den hierarchischen Basen nicht der Fall. Alle Elemente des Raumes V7
haben zwar die gleiche L2-Norm, diese wird jedoch mit wachsendem Index j
kleiner, d. h.

le%2ll2 < k12



4.1. NUMERISCHES VERFAHREN 67

1 —_
Skala 0

0 —

0 1
1— 1

Skala 1

0 0 I |

0 1 0.0 0.5 1.0
1— 1 1

Skala 2

0 0 I 1 0 l |

0 1 0.0 0.5 1.0 0.0 0.5 1.0

Abbildung 4.1: Hierarchische Basen der Skalen 0, 1 und 2 fiir den linearen
B-Spline iiber das Intervall [0, 1].

fir 1 < j; < jo, 01 = 1,...,20t71 4y = 1,..., 2271, Die Funktionen der Riume
P? und V! beinflussen die Koeffizientenfunktionen global, wihrend sich die
Beinflussung durch Funktionen der Riume V7, j > 1 infolge der kleiner wer-
denden Tréger mit wachsendem j immer stérker lokalisiert. Simtliche Ele-
mente einer lokalen Basis besitzen dagegen den gleichen lokalen Charakter.
Es seien {@Mer}7=2"*70~! dje hierarchische Basis zum Skalenindex s fiir den
linearen B-Spline und {®}F}7_, die lokale Basis fiir den linearen B-Spline bei
dquidistanten Stiitzstellen, jeweils fiir r Freiheitsgrade. p™¢" und pl°® seien die
zugehorigen Parametervektoren einer Funktion f € P,. Diese Parametervek-

toren kénnen durch
loc _ Mhler hler

mit einer regulidren Matrix MM € R™" ineinander transformiert werden:

loc loc h1er hler
ZP i Zp

—

Fr (i) Zp}",‘f Bl (¢;,) = thlef@h‘ef i,) firallei=1,...r
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wobei 91, < ... < 1,, die dquidistanten Stiitzstellen sind. Damit ist die
Matrix MMer gegeben durch

T

M:ﬁer — ( ‘I);x’i:r ( dji,r ) )

ij=1"

Die Regularitidt dieser Matrix folgt aus der Definition der Basisfunktionen
{ahie}.

Fiir Basen beziiglich hoherer B-Splines kann gemif der Interpolation fiir

lokale Basen eine analoge Transformation definiert werden:
Myl'ocpioc — M:ﬁerp?ier.

Von den gesuchten Funktionen ist bekannt, dass sie aus physikalischen
Griinden monoton wachsend sind. Indem wir aus dieser Monotonieeigenschaft
Bedingungen fiir die Parameter ableiten, wird eine zusétzliche Stabilisierung
des Identifizierungsverfahrens erreicht (siehe hierzu Abschnitt 4.2).

Wenn eine Parametrisierung (4.5) mit linearen Splines verwendet wird, so
sind die Bedingungen

Pir < Djp1, firj=1..,r—1 (4.8)

hinreichend dafiir, dass f,(%) monoton wachsend ist. Fiir Splines hoherer
Ordnung kann die Monotonie durch die linearen Nebenbedingungen

ijﬂ'@jﬂ'(/@bi) S ij,'rq)j,r('ébi—i—l) fiir ¢ = ]_, ,l —1 (49)
j=1 Jj=1

beriicksichtigt werden, wobei die Zerlegung ¥ = ¥ < ¥y < ... < Yy = ¥
eine hohere Feinheit besitzt als diejenige Zerlegung, welche zur Definition
der Ansatzfunktionen ®;, verwendet wird (d. h. [ > 7).

Eine Maoglichkeit die Monotonie allein durch die Bedingungen (4.8) zu
gewdhrleisten und dennoch eine héhere Glattheit zu erhalten, wird im fol-
genden Unterabschnitt beschrieben.

4.1.3 Monotoner stiickweise kubischer Ansatz

Wir gehen aus von einer Zerlegung ¥ = ¥, < g, < ... < %y, = 1. Die
Freiheitsgrade einer Funktion f, € P, sollen den Funktionswerten in den
Stiitzstellen entsprechen:

f?(¢j,7‘) :pj,ra .7 = ]-a <y T
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Gemifl der Darstellung in [20] wird f, € P, in jedem Teilintervall I;, :=
[Wjr, Yjt1,r)s 3 =1,...,7 — 1, definiert durch

fr(¥) = 0 Hi(Y) + pjrar, Ho (V) + djp Hs(¥) + djgr,, Ha(9). (4.10)

Hierbei sind

Hl(d}) — 3<wj+1,r_¢>2_2<¢j+1,1‘_¢>3

Vit — Vjp Pitir — Vi
_ o b=ty ) ( ¥~ i )
oy g Y N (Y
2(1!}) ] <¢j+1,r - 77/)]',7' 2 ¢j+1,r o ¢j,1‘
Wsr1r =) (Wjs1y —9)
Hy(¥) = -
3(77&) 7,[1]'4—1,1' — djj,’r (’QZJ]'_H,T - ¢j,7‘)2
. 3 - ] 2
Hiw) = @) )

(js1 — Vir)’  Yitir — Vjs

die iiblichen kubischen Hermite-Basisfunktionen. Die Koeffizienten d;, in
(4.10) bestimmen die Ableitungen von f,. in den Stiitzstellen:

fiWie) =djes G=1,.m

Die Werte von d,,, j = 1,...,r, sind in Abhéngigkeit vom Parametervektor
pr so festzulegen, dass f, auf jedem Teilintervall I;, monoton ist. Zusammen
mit den Bedingungen (4.8) folgt dann die Monotonie von f, auf [+, 9].

Mit den Notationen N

Pj+1,r — Pjyr djr djt1r
Ajpi=——"—— aj,:= und S, ;= ——=
o 7vzjj+1,r - d’j,r a AJ',T ’ AJ’J‘
gelten folgende Aussagen:
Lemma 4.3
1. Falls Aj, = 0, dann ist f.(¢) monoton auf I;, genau dann, wenn
dj,r = Qjy10 = 0 g’th
2. Wenn die Bedingungen
Sign(dj,r) = Sign(dj—l—l,r) = Sign(Aj,r) 4.11
o2, +67,—-9<0 (4.11)
75T 7,7 -

erfillt sind, dann st f.(¢) auf I;, monoton.
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Beweis:
1. Siehe [20].

2. Falls o, + B;» — 2 <0, so folgt die Behauptung aus Lemma 1 in [20].
Wenn «;, + B —2 > 0, so liefert Lemma 2 in [20] die Behauptung.

|

Im Weiteren sei vorausgesetzt, dass die Bedingungen (4.8) erfiillt sind.
Dann ist A;, > 0 und aus der zweiten Aussage von Lemma 4.3 folgt:

Folgerung 4.4 Wenn d}, und dj,, , die Bedingungen (4.11) erfiillen, dann
ist die Funktion f,() fir alle d;, € [0,d},] und alle dj;1, € [0,d},,,] auf
I;, monoton wachsend.

) ]’I"

Die Werte von d;,, j = 1,...,7 werden nun nach folgender Vorschrift ge-
bildet.

Algorithmus 4.5 (Monotone kubische Interpolation)

(i) Setze
p pl T
dl r =
, 1!}2 T ¢1 T
1 DPj+1r — Djyr Dj —Dj—1,r ..
dj, = —( 7o L I firg=2,..,r—1,
r 17bj+1,7' - wj,r wj,r - 11bj71,7‘
dr,r — pr,r - prfl,r ‘
'djr,r - '@/Jr—l,r

(i) Firj=1,.,r—1
Falls A;, =0, so setze dj, = dj;1, = 0.
(i#i) Firj=1,..,r—1

Falls a2 + ,82 —9 > 0, so modifiziere dj,, djy1, 2u d, =
_ . y * —_ . . * —
o Ajr und d;+1r Bi.Aj, wobei of, = T, Bi, =

1 ’
Tj,rﬂj,T und 7, = 3 (o, +52,) *.
Bemerkung 4.6 Der Punkt (;,,3;,) ist so konstruiert, dass er dem

Schnittpunkt der Geraden, die den Ursprung mit (a;,,5;,) verbindet, und
der Kreislinie um den Ursprung mit dem Radius 3 entspricht.
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Wegen
Bi—1rBj-1, = djr = Ay

sind bei der Modifizierung im Schritt (iii) des obigen Algorithmus die In-
teraktionen zwischen benachbarten Teilintervallen zu beachten. Wenn d;,
auf I;, modifiziert wird, dann wird 3;_;, ebenfalls modifiziert. Folgerung
4.4 gewahrleistet aber, dass die Monotonie auf dem Intervall I;_;, erhalten
bleibt.

Bemerkung 4.7 Die Werte d;, fiir j = 1, ..., r sind keine Freiheitsgrade, die
zu bestimmen sind, sondern in Abhéngigkeit von den Werten p;,, j =1, ...,7
durch die Berechnungsvorschrift im Algorithmus 4.5 eindeutig festgelegt.

4.1.4 Multi-Level-Algorithmus

Durch die oben diskutierten Parametrisierungsmethoden sind wir zu einem
endlichdimensionalen Problem gelangt, welches darin besteht, Parametervek-
toren pY, . € PY,v =1,..,M (M = Anzahl der unbekannten Koeffizien-
tenfunktionen) zu bestimmen, die das Optimierungsproblem

1 M _ : 1 M
36’}7’ (pE,h,Tl’ "'7p€,h,’l"M) - pt;nell:[)lu 3€’h (pTI’ ”"pTM) (4'12)
) Ty
v=1,....M

mit Je , = Jep © Br o (An(pl,, s D), Dpys - Dot ) 18sen. Hierbei werden die
Parameterrdume P? durch die Monotoniebedingungen (4.8) oder (4.9) einge-
schrinkt, sodass es sich bei (4.12) um ein restringiertes Minimierungsproblem
handelt. Dabei muss nicht notwendig fiir jede unbekannte Koeffizientenfunk-
tion die gleiche Art der Parametrisierung verwendet werden. Die Gesamtzahl
der Freiheitsgrade betrigt 7 = Zfl\il ry.

Die grundlegenden Probleme, die bei den in Unterabschnitt 4.1.2 beschrie-
benen Parametrisierungen auftreten, sind zum einen die geeignete Festlegung
des Grundintervalls [¢, 1] und zum anderen die Frage nach der richtigen An-
zahl der Freiheitsgrade, d. h. der Dimension 7, der diskreten Parameterriume
P . Das Intervall [, 1] wird meist durch das Experiment selbst festgelegt,
da die Koeffizientenfunktionen nur iiber ein beschrinktes Intervall, welches
durch die Anfangs- und Randbedingungen bestimmt ist, identifizierbar sind
(siehe Kapitel 3). Schwieriger ist es eine geeignete Anzahl von Freiheitsgra-
den zu finden. Denn mit wachsender Anzahl von Freiheitsgraden steigt die
Komplexitdt des Optimierungsproblems und die Flexibilitdt der Koeffizien-
tenfunktionen nimmt zu. Eine zu geringe Flexibilitdt kann u. U. eine unzu-
reichende Reproduktion der Messdaten zur Folge haben. Eine zu hohe Flexi-
bilitdt fiihrt haufig zu Effekten in den identifizierten Funktionen, die durch
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Messfehler verursacht werden. Wie wir spiter in Beispielen sehen werden,
zeigen die Identifizierungsfehler das fiir inverse Probleme typische Verhalten.
Sowohl zu wenige als auch zu viele Freiheitsgrade bewirken gréflere Identifi-
zierungsfehler. Das Optimum (d. h. der minimale Identifizierungsfehler) liegt
irgendwo dazwischen. Das Optimierungsproblem ist auflerdem umso schlech-
ter konditioniert, je hoher die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Eine wachsende
Anzahl von Freiheitsgraden wird die Konvergenzgeschwindigkeit des Opti-
mierungsverfahrens verringern. Es besteht auch die Gefahr eines Abbruchs
in einem Nebenminimum.

In Anbetracht dieser Probleme ist es wiinschenswert moglichst gute Start-
niherungen zu besitzen. Deshalb beginnen wir damit, das Problem (4.12) fiir
die kleinst mdglichen r, zu 16sen. Anschliefend berechnen wir fiir die optima-
len Parametervektoren p;, . € P, die zugehdrigen Parameterdarstellungen
Pehrotar, € Pr iar, und verwenden diese als Startwerte fiir die Optimierung
in den Rdumen P . A, . Dabei erhalten wir p;, . ., durch das Losen ei-
ner entsprechenden Interpolationsaufgabe (siehe Unterabschnitt 4.1.2). Bei
der Definition der Rdume P? _ , ist zu beachten, dass die Bedingung (4.4)
erfiillt wird. Wenn diese Vorgehensweise sukzessive fortgesetzt wird, so ge-
langen wir zu einem Multi-Level-Algorithmus, wie er auch in [30] beschrieben
ist.

Algorithmus 4.8 (Multi-Level-Algorithmus)
Wihle Startwerte pl, ., . Ar, vV =1,...., M.
Ty = Tystart JUr v=1,..., M.

DO

Berechne die Parameterdarstellung py , . vonpl, . _a. im Raum
P firv=1,.., M.

Lése das Optimierungsproblem (4.12) mit den Startwerten
Fopr V=1, M.

Speichere die Ergebnisse in p?;, . ,v=1,.., M ab.

r, =r,+Ar, firv=1 .., M.

WHILE € - pi < figor und max,—1.. m 7y < Tmax

Dabei sind Ar, und 7, geeignet zu wahlen. Ar ist beziiglich der Stufe
des Multi-Level-Algorithmus variabel wéhlbar. u; bezeichnet einen noch zu
definierende Fehlerindikator und 4, eine Toleranzgrenze.

Bei Spline-Parametrisierungen mit hierarchischen Basen wird die Schritt-
weite As = 1 (r = 2° 4+ 19 — 1) gewdhlt und obiger Algorithmus stellt eine
Mehrskalenoptimierung dar. Ein Vorteil der hierarchischen Basen ist, dass
beim Ubergang zur nichsthéheren Skala nur die neuen Parameterwerte mit
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0 initialisiert und die alten Parameterwerte beibehalten werden. Es ist also
im Unterschied zu lokalen Basen keine eigentliche Interpolationsaufgabe zu
16sen.

Ein einfaches Abbruchkriterium fiir den Multi-Level-Algorithmus ist durch
das z. B. in [31] oder [49] dargestellte Diekrepanzkriterium gegeben, welches
in unserer Notation lautet: Die ,optimale “ Anzahl von Freiheitsgraden ist
erreicht, sobald gilt

35”7’ (pi,h,'fj’ ”"pé’W;L:TM) S 62 < 3€’h (p;’hﬂ'r,l’ '“’p%ﬂ“;\l) (4-13)

fir v, <r,, v =1,..., M, wobei ¢ hier den Datenfehler in der zugehérigen
gewichteten L?-Norm angibt.

Aus der Bedingung (4.4) an die Parameterrdume P folgt fiir die Opti-
malwerte des Fehlerfunktionals

0< ge,h (pi,h,r’l’ "':pé\,lh,rgw) < 35,’1 (pi,h,m’ ""pi‘\,lh,TM)
fir r, <rl, v=1,.., M. Dabei wird im Allg. der Fehlerreduktionsfaktor
1 M
35,’1 (pe,h,rlfArl’ ""ps,h,erArM)
1 M
36”"’ (pgyhﬂIl’ ""pE,h,T‘M)

im Multi-Level-Algorithmus von Schritt zu Schritt kleiner werden und gegen
1 gehen. Daher kénnen wir in Abwandlung des Diskrepanzkriteriums (4.13)
den Multi-Level Algorithmus auch solange fortsetzen, wie mit po > 0 gilt

>1

gs,h (p}:,h,rl—Afrl? "'7p£jIh,rM—ArM) - Jfah (pi,h,m’ ""pi‘,lh,rM)
< 52/'“10138,’1 (pi,h,n—Arl? ""pg,lh,rM—ATM)
bzw.
C an (Pl M)
gﬁ,h (p;,h,rlfArl’ ""szE\,Jh,erArM
D. h. wir beenden den Multi-Level-Algorithmus dann, wenn der Fehlerreduk-

tionsfaktor einen vorgegebenen Wert unterschreitet. Falls ¢ den zugehorigen
relativen Datenfehler bezeichnet, so kann z. B. py = 1 gewahlt werden.

1

) < 62/‘%01 .

4.1.5 Sensitivitidtsanalyse
Aufgrund der Datenfehler ist ein fallender Optimalwert

3s,h (p,]g-,h,rla teey pf:\,lh,rM)

nicht notwendig gleichbedeutend mit fallenden Identifizierungsfehlern (vgl.
Unterabschnitt 2.1.2). Deshalb fiihren wir eine Sensitivitidtsanalyse durch
(vgl. hierzu auch [7]). Dazu benétigen wir die folgende Definition:
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Definition 4.9 Die Matriz

d (Bh o (-Ah(ps,h,f)aps,h,f))
dpi

= Sh,f e R

(& = Y y_, nx) wird Sensitivitdtsmatrix von By (An(pr), pr) i pep s genannt.

Im Folgenden setzen wir voraus, dass & > 7 gilt und die Matrix 8 ; den
Rang 7 besitzt. Des Weiteren werden wir die Monotonierestriktionen fiir die
Parameterrdume vernachlissigen.

Ausgehend von der Optimalldsung peps = (P p,,)75 s (pfjfh’TM)T)T eR
zum Beobachtungsvektor wep = (wly 4, ...,w;‘fmh)T € R* wollen wir unter-
suchen, wie sich kleine Anderungen dw , in diesem Beobachtungsvektor auf
die zu bestimmenden Parameter auswirken, d. h. wir suchen den zugehorigen
Korrekturvektor dp; € R” fiir De,h,#- Dieser bestimmt sich aus dem folgenden
Problem:

- i 2
min, ZZak wWh(Pens +0ps) — (Wig+6wiy))” (4.14)
D 7

k=1 i=1

Auf das Minimierungsproblem (4.14) wenden wir einen Schritt des GauS-
Newton-Verfahrens an (siehe z. B. [56], S. 195). Nach der Linearisierung
erhalten wir zunachst

dew} (pep s - Y
min ZZak (wk De,h,i) + “h(Pes, )5p,a — (w;,k—l-c?w;’k)) . (4.15)

7 ~
dpr€R k=1 i=1 dp’f‘
Dieses lineare Minimierungsproblem ist dquivalent mit

8hiSni0pr = S (wWep — Wh(Deps) + Owen)
= 8h s (Wen — Wn(Pens)) + Sps(0wen) -
Da p. n optimal fiir w, j ist, gilt (bei Vernachlédssigung der Parameterrestrik-
tionen)
8his (Weh — Wh(Peps)) = 0

und somit

Sf’;Sh,fc?p,c = Sf’;(dwg,h) . (416)
Die Gleichung (4.16) entspricht schliefllich dem linearen Minimierungspro-

blem: ,
dwk ps h 1') i )
E E opr — dw? . 4.17
6;:12%’“ ( ek (417

k=1 i=1
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(4.17) kann betrachtet werden als verallgemeinerter Ansatz zur Losung des
folgenden linearen Gleichungssystems im Parameterraum:

d (Bh o (An(Pe,h)s Pe i)
dpi

5p,: = 5w€,h. (418)

Anderungen 6p; in den Parametern und Anderungen dwe , in den Beobach-
tungen sind also durch die Sensitivitdtsmatrix 8,; gekoppelt. Mithilfe der
verallgemeinerten Inversen der Sensitivitdtsmatrix ist die Gleichung (4.18)
auflosbar:

0ps = 8}, 0we .

Wenn wir eine Singulérwertzerlegung der Sensitivitdtsmatrix durchfiihren, so
erhalten wir

Z Y (we py ) 7) Vjpe (4.19)

Dabei bezeichnet {0} #, u; s, v”} - €in singuléres System der Sensitivitats-
matrix 8y, » (siehe z. B. [39], S. 147 ki ) Wenn die Matrix 8, # nicht den Rang
7 besitzt, dann ist in (4.19) und der folgenden Definition 4.10 # entsprechend
durch den Rang zu ersetzen.

Als Folgerung aus der Gleichung (4.19) ergibt sich, dass Fehler in den Daten
in Abhéngigkeit von den Singuldrwerten o;; auf die Parameter iibertragen
werden. Kleine Werte von o, ; filhren zu einer grofien Fehlerverstdrkung. Das
Wachstumsverhalten dieser Singuldrwerte dient haufig auch zur Klassifizie-
rung inverser Probleme (siehe z. B. [39] fiir lineare Probleme). Damit kénnen
wir im Multi-Level-Algorithmus Fehlerindikatoren yu; verwenden, die aus den
Singuldrwerten gewonnen werden.

Definition 4.10

O’- ~
—— 2T

Mcond (Sh,r“) = max R :
7k=1,...,7 Ok,

heif§t die Spektralkondition von By (Ax(ps), pr) i Pep -

b (Sn0) 5= 1,

wird Maximum-Charakteristik von By (An(ps), ps) i pe i genannt.

Bei der Maximum-Charakteristik handelt es sich um dem maximalen Fak-
tor der Fehlerverstirkung und bei der Spektralkondition um das maximale
Verhéltnis zwischen den Fehlerverstarkungsfaktoren. Zur Bestimmung dieser



76 KAPITEL 4. NUMERISCHE BEHANDLUNG UND BEISPIELE

Groflen ist mithilfe des Algorithmus 3.34 in jedem Schritt des Multi-Level-
Algorithmus die Sensitivitdtsmatrix aufzustellen. Das Abbruchkriterium im
Multi-Level-Algorithmus kann dahingehend interpretiert werden, dass das
Verfahren selbst eine geeignete Flexibilitdt der Koeffizientenfunktionen be-
stimmt. Die Berechnung der Singuldrwerte fillt aufgrund der geringen Groéfle
von 7 nicht sonderlich ins Gewicht.

Bemerkung 4.11 Die obige Sensitivitdtsanalyse ist auch partiell fiir ein-
zelne Beobachtungen und Koeffizientenfunktionen durchfiihrbar. Auflerdem
kann anstelle von 8 ; auch die mit den Faktoren \/07}'c gewichtete Sensiti-
vitdtsmatrix betrachtet werden. D. h., in (4.14) und damit auch in (4.17)
werden beide Anteile der Differenz unter dem Quadrat mit der Wurzel des
entsprechenden Wichtungsfaktors multipliziert.

4.2 Fallstudien

Zur numerischen Untersuchung des Multi-Level-Algorithmus simulieren wir
ein Experiment mit den van Genuchten-Mualem-Funktionen (3.9) und (3.10)
mit gy = 0.52, bres = 0.218, Ky = 1.3167 cm/h, o = 0.0115 cm ™! und
n = 2.03 in einer Raumdimension fiir eine Sdule der Linge L = 15.0 cm
(Q = (0,L)). Die verwendeten Parameter entsprechen einem Lehm und sind
aus [60] entnommen. Am unteren Rand der Sdule wird der Druck wéhrend des
Zeitintervalls [0, 7] mit T' = 40 h linear von 15.0 cm auf -200.0 cm abgesenkt.
Zu den Zeitpunkten #* = (i — 1)%, i =1,...,n, finden am oberen Rand (z = 0,
Flussrand) die Druckmessung und am unteren Rand (z = L, Dirichlet-Rand)
die Messung des kumulativen Ausflusses statt. Diese exakten Beobachtungen
storen wir gemif Modell (4.1) mit einen € > 0 und bezeichnen die gestorten
Beobachtungen mit w,, (Druck) und w,, (kumulativer Ausfluss). Die Dis-
kretisierung des Raumes bei der Erzeugung der simulierten Daten erfolgt mit
h = ﬁ und in der Zeit verwenden wir die Schrittweite At = 0.05. Bei den
inversen Rechnungen werden wir eine grobere Diskretisierung verwenden.

Bei der Identifizierung der hydraulischen Funktionen © und K bilden wir
das Funktional (4.2) aus der Druckmessung wy und dem kumulativen Aus-
fluss w,. Wenn die Retentionsfunktion © bekannt und nur die Leitfdhigkeit K
zu bestimmen ist, dann geniigt es im Fehlerfunktional nur den kumulativen
Ausfluss wy zu beriicksichtigen.

Der kleinste Wert des Drucks, der bei diesem speziellen Beispiel auftreten
kann, betrdgt ¢ = —215 cm (siehe Beispiel 3.3). Zur Sicherheit geben wir
noch 5 cm hinzu und parametrisieren die hydraulischen Funktionen iiber das
Intervall [—-220,0]. Wir verwenden die in 4.1.2 und 4.1.3 beschriebenen Pa-
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rametrisierungen und setzen dabei ©(0) = fg,,. Da die geséttigte Leitfahig-
keit Kgn leicht durch direktes Messen bestimmt werden kann, geben wir
zur Stabilisierung der Identifizierung auflerdem K (0) = Ky, vor. Zusitzlich
wird der Parameterraum durch die entsprechenden Monotoniebedingungen
restringiert.

Wenn wir die hydraulischen Funktionen mittels einer lokalen Basis diskre-
tisieren, so legen wir eine dquidistante Zerlegung zugrunde. In jedem Verfei-
nerungsschritt wird dann jedes Teilintervall halbiert. Dies entspricht einem
zu den hierarchischen Basen analogen skalenweisen Vorgehen.

Zur Minimierung glatter Fehlerfunktionale setzen wir die SQP-Methode
(siehe [51]) ein.

4.2.1 Einfluss des Diskretisierungsparameters

Ein Vergleich der Sensitivitdten fiir die raumlichen Diskretisierungen h = %,

h = & und h = ;% (Abbildung 4.2) ergibt, dass mit zunehmender Anzahl
von Freiheitsgraden die Werte von ficong Und pimax zwar ansteigen, dies aber
weitestgehend unabhéngig vom Diskretisierungsparameter h geschieht. Die
rdumliche Diskretisierung hat anscheinend keinen entscheidenden Einfluss

auf die Identifizierungsergebnisse, insofern nicht zu grob diskretisiert wird.

,Ufcond(gh,ZT) ,Umax(gh,Zr)
10000 4
18 h=1L/50 : ]
8000 1 <~ h = L/100 5]
1 — h=L/1000 ]
6000 — ]
] 2
4000 3 .
2000 - 1
p g
05 I I I I 0 T I I I
3 4 6 10 18 34 3 4 6 10 18 34
T T

Abbildung 4.2: Sensitivitdten zu den rdumlichen Diskretisierungen mit h =
SL—O, h= % und h = ﬁ bei n = 50, ¢ = 5% und einer quadratischen lokalen
Parametrisierung von © und K.

Die Zeitschrittweiten fiir die Simulation des direkten Problems bestimmen
wir aus den Messzeitpunkten ¢, 7 = 0, ...,n (£° = %). Dabei gehen wir so vor,
dass ausgehend vom Zeitpunkt ¢' der nachfolgende Messzeitpunkt #°+1 mit
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/J/cond(sh,zr) Nmax(sh,ZT)

10000

8000
6000
4000
2000

S

Abbildung 4.3: ptecong Und piyax fiir n = 25, 50 und 100 mit A = % bei einem
quadratischen lokalen Spline-Ansatz und ¢ = 5%.

mindestens einem Zwischenschritt direkt angesteuert wird. Es gilt also

—_

i < Lo(f g1
ax AF < max 5 (F -7,

Es existiert ein kritischer Wert von r, ab dem fiir piconq und pimax €in
blow-up-Effekt eintritt. Dieser kritische Wert von r ist neben der Proble-
mabhéngigkeit auch von der Anzahl der betrachteten Messdaten abhingig.
Dabei kommt es fiir kleine n frither zum blow-up als fiir gréere n (Abb. 4.3).

4.2.2 Konvergenz des Multi-Level-Algoritmus und Ab-
hingigkeit von der Art der Parametrisierung

Zur Untersuchung der Multi-Level-Identifizierung parametrisieren wir die
Koeffizientenfunktionen © und K zunichst mithilfe von quadratische Splines
bei Verwendung der lokalen Basis. Die nach dem van Genuchten-Mualem-
Modell gewéhlten Funktionen O,gy und K,gm wurden zur Gewinnung syn-
thetischer Messdaten mit einem Fehler von ¢ = 5% verwendet. Die Identifi-
zierungsergebnisse, die der Multi-Level-Algorithmus fiir n = 50 (d. h. insge-
samt 100 Datenpunkte) und h = ;& liefert, sind in den Abbildungen 4.4-4.15
dargestellt. ©, », und K, j, bezeichnen die identifizierte Retentionsfunktion

bzw. die identifizierte Leitfahigkeit bei r Freiheitsgraden.
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Abbildung 4.4: Hydraulische Funktionen, r = 3, ¢ = 5%, h = %, n = 50.
wq(t) wy (1)
3 = 0 —
2.5 4 — sim. wy &5° .
205 °  Weg o —50
1.5 3 > .
. Z —100 <,
1.0 3 . -
3 y 150 _: —  sim. wy % e
0-5 _E . 5 o - : o wg"(/; 00000
0-0_I(I)°|°||IIII|IIII|IIII _|||||||||||||||||||°°
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
t t

Abbildung 4.5: Beobachtungen zu Abbildung 4.4.
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Abbildung 4.6: Hydraulische Funktionen, r = 4, ¢ = 5%, h = ﬁ, n = 50.
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Abbildung 4.7: Beobachtungen zu Abbildung 4.6.
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Abbildung 4.8: Hydraulische Funktionen, r = 6, ¢ = 5%, h = %, n = 50.
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Abbildung 4.9: Beobachtungen zu Abbildung 4.8.
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Abbildung 4.10: Hydraulische Funktionen, » = 10, ¢ = 5%, h = ﬁ, n = 50
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Abbildung 4.11: Beobachtungen zu Abbildung 4.10.
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Abbildung 4.12: Hydraulische Funktionen, r = 18, ¢ = 5%, h = 1LW’ n = 50.
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Abbildung 4.13: Beobachtungen zu Abbildung 4.12.
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Abbildung 4.14: Hydraulische Funktionen, r = 34, ¢ = 5%, h = 155, n = 50.
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Abbildung 4.15: Beobachtungen zu Abbildung 4.14.
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Abbildung 4.16: Fehlerfunktional und Spektralkondition, ¢ = 5%, h = fﬁ,
n = 50.
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Abbildung 4.17: Identifizierungsfehler, ¢ = 5%, h = 1LW7 n = 50.

Wie zu erwarten fillt das Fehlerfunktional (Abbildung 4.16) fiir wachsen-
des r, wihrend die in der Maximumsnorm gemessenen Identifizierungsfehler
|1©vem — Ochrllo und ||Kvem — Kepyrllo zunichst fallen, dann aber wie-
der ansteigen. Dabei bleibt die identifizierte Leitfahigkeit wesentlich stabiler
als die identifizierte Retentionsfunktion (Abbildung 4.17). Bei der Funktion
©O¢ p,34 ist der Einfluss der Stérung e deutlich zu sehen. Die Werte von picong
und fipax Wachsen mit zunehmender Anzahl von Freiheitsgraden (Abbildung
4.16).

Je genauer die Eingangsdaten der Identifizierung sind, desto besser sind die
Identifizierungsergebnisse. In Abbildung 4.18 sind die Identifizierungsfehler
fiir Stérungen mit € = 2% und ¢ = 5% abgebildet.

Die Ergebnisse sind auch davon abhingig, welche Art der Parametrisie-
rung verwendet wird. So wird fiir eine geringe Anzahl von Freiheitsgraden
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Abbildung 4.18: Identifizierungsfehler in Abhéngigkeit vom Datenfehler, h =
ﬁ, n = 50.

eine quadratische Parametrisierung einer linearen Parametrisierung im Allg.
iiberlegen sein. Allerdings gewinnt der Datenfehler beim quadratischen An-
satz mit steigender Anzahl von Freiheitsgraden schnell an Einfluss. Die Para-
metrisierung mit hierarchischen Basen erweist sich besonders beim linearen
Ansatz haufig als stabiler. Die Identifizierungsergebnisse fiir die Parametrisie-
rung mit monotonen kubischen Ansatzfunktionen (MKP) bei r = 3,5,9, 33
sind in den Abbildungen 4.19-4.26 dargestellt.
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Abbildung 4.19: MKP, Hydraulische Funktionen, »r = 3, ¢ = 5%, h = %,
n = 50.
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Abbildung 4.20: Beobachtungen zu Abbildung 4.19.
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Abbildung 4.21: MKP, Hydraulische Funktionen, »r = 5, ¢ = 5%, h =
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Abbildung 4.22: Beobachtungen zu Abbildung 4.21.
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Abbildung 4.23: MKP, Hydraulische Funktionen, r = 9, ¢ = 5%, h = &,
n = 50.
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Abbildung 4.24: Beobachtungen zu Abbildung 4.23.
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Abbildung 4.25: MKP, Hydraulische Funktionen, r = 33, ¢ = 5%, h = %,
n = 50.
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Abbildung 4.26: Beobachtungen zu Abbildung 4.25.
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Abbildung 4.27: Identifizierungsfehler fiir die Parametrisierungen (i)—(iv),
e = 5%, h = 155, n = 50.

100°

In den Abbildungen 4.27 und 4.28 werden die folgenden 4 Parametrisie-
rungen gegeniibergestellt:

(i) © und K quadratisch mit lokaler Basis,
(ii) © quadratisch und K linear mit lokaler Basis,
(iii) © quadratisch und K linear mit hierarchischer Basis und

(iv) monotoner kubischer Ansatz fiir © und K.
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Abbildung 4.28: Fehlerfunktional und Spektralkondition fiir die Parametri-
sierungen (i)—(iv), € = 5%, h = 1%, n = 50.

Zu beachten ist hierbei, dass 7 die Anzahl der Stiitzstellen der Parame-
trisierung bezeichnet. Da in den Féllen (ii) und (iii) © mit quadratischen
Splines und K mit linearen Splines parametrisiert sind, enthilt © jeweils
einen Freiheitsgrad mehr als K.

Indem wir anstelle der Funktion K die Funktion In K parametrisieren.
konnen wir u. U. erreichen, dass sich die Sensitivitdt verbessert. So ist z. B.
bei linearer Parametrisierung von In X und quadratischer Parametrisierung
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Abbildung 4.29: Identifizierte hydraulische Funktionen bei quadratischem
Ansatz von © und linearem Ansatz von In K mit 7 = 9 Stiitzstellen, ¢ = 5%,

h = &, n =50
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von © (Abbildung 4.29) eine deutliche Verbesserung der identifizierten Leit-
fahigkeit gegentiber dem quadratischen Ansatz fiir © und K (Abbildung 4.10)
festzustellen.

Bei einem anderen Bodentyp mit den van Genuchten-Mualem-Parametern
Bsar = 0.35, Ores = 0.005, Koy = 1.2 cm/h, @ = 0.01 cm™! und n = 4.0 (ent-
sprechen den typischen Werten eines Sandes) liefert die quadratische lokale
Parametrisierung der Retentionsfunktion und des Logarithmus der Leitféhig-
keit die Resultate mit den kleinsten Identifizierungsfehlern. Einige Ergebnis-
se aus dem Multi-Level-Algorithmus (r = 4,9, 34) sind in den Abbildungen
4.30-4.35 dargestellt. In diesem Beispiel wurde der Druck am unteren Rand
langsamer abgesenkt und als Endzeit 7' = 100 h gewihlt. Bei der identi-
fizierten Retentionsfunktion sieht man, dass die Beobachtungen noch nicht
genug Informationen fiir den Druckbereich [—200, —180] enthalten. Am Aus-
flussrand liegt zum Zeitpunkt ¢ = 100 h zwar ein Druck von —200 cm an,
dieser hat jedoch noch nicht ausreichend Einfluss innerhalb der Saule.

Bei der SQP-Methode, welche zur Minimierung des Fehlerfunktionals ein-
gesetzt wird, handelt es sich um ein iteratives Verfahren. Die Ergebnisse
hingen damit von der Anzahl der Iterationen ab. Die Optimierungsresulta-
te einer Stufe des Multi-Level-Algorithmus bestimmen den Startwert fiir die
Optimierung in der néchste Stufe. Unterschiedliche Startwerte kénnen jedoch
zu unterschiedlichen Optimierungsresultaten fiihren. Somit ist es moglich,
dass sich die Multi-Level-Identifizierung in einem Nebenminimum festsetzt,
wenn in einem Schritt des Multi-Level-Algorithmus zu wenige Iterationen
durchgefiihrt werden, d. h. das Optimum nur unzureichend approximiert
wird. Dies kann anhand des in den Abbildungen 4.30-4.35 betrachteten Bei-
spiels illustriert werden. Die Optimierung im zweiten Schritt des Multi-Level-
Algorithmus (r = 4) wird nach 9 Iterationen abgebrochen. Das Optimalitéts-
kriterium (siehe [51]) ist dann noch nicht erfiillt und wir erhalten andere
identifizierte hydraulische Funktionen, insbesondere die Leitfdhigkeiten un-
terscheiden sich deutlich (vgl. Abbildungen 4.36 und 4.37). Wenn die Multi-
Level-Identifizierung mit diesen Startwerten fortgesetzt wird (wobei die Mini-
mierung wieder erst nach Erfiillung des Optimalitétskriteriums abgebrochen
wird), so erhalten wir auch fiir die folgenden Parametrisierungsstufen andere
Ergebnisse (vgl. 4.38 und 4.39 fiir r = 10). Ebenfalls wieder stark betrof-
fen ist in diesem Beispiel die Leitfahigkeit. Obwohl jetzt im Gegensatz zu
Abbildung 4.30 in der Leitfahigkeit keine Monotonieverletzung auftritt und
teilweise der Wert des Fehlerfunktionals (siehe Abbildung 4.40) kleiner ist,
erhalten wir letztendlich einen gréfleren Identifizierungfehler. Die Spektral-
kondition verhélt sich anndhernd gleich. Das Fazit hieraus ist, dass in jedem
Schritt des Multi-Level-Algorithmus das Optimum méglichts ,,gut® approxi-
miert werden sollte.
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Abbildung 4.30: Hydraulische Funktionen, »r = 4, ¢ = 5%, h = ﬁ, n = 50.
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Abbildung 4.31: Beobachtungen zu Abbildung 4.30.
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Abbildung 4.32: Hydraulische Funktionen, r = 10, ¢ = 5%, h = %, n = 50.
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Abbildung 4.33: Beobachtungen zu Abbildung 4.32.
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Abbildung 4.34: Hydraulische Funktionen, r = 34, ¢ = 5%, h = &£, n = 50.
wq(t) wy (1)
4 0 3
37 ~50 3
27 ~100 3 8
1 E — sim. wy s
] —1504
OOOY‘I“OY“IIII|III|III|III III|III|III|III|III
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
t t

Abbildung 4.35: Beobachtungen zu Abbildung 4.34.
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0(¥) K ()
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0.25 3 1.0
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Abbildung 4.36: Hydraulische Funktionen, nichtoptimal, r = 4.
wq (t) wy (t)
4 0
3 ~50 3
27 -100 B
1 1 — sim. Wy R
E _150 _: <] w‘gﬂ/) ° O
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Abbildung 4.37: Beobachtungen zu Abbildung 4.36.
0(¥) K ()
0.35 5 1.5
0.30 = 1—
0.25 = 10477
0.20 3 ]
0.15 3 ]
3 - 957}"’10 0.5 —
0.10 3 6 -
0.05 = ve :
0-00:||||||||||||||||||| 0-0 |||||||||||||||||||
—200 -150 -100 -50 0 —200 -150 -100 -50 0
Y Y

Abbildung 4.38: Hydraulische Funktionen, nichtoptimal, » = 10.
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wq(t) wy (t)

4 0

37 ~50 3

27 ~100 3 R

1 1 — sim. Wap R
1 1503

OOOY‘T"OY‘]III|III|III|III III|III|III|III|III°
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

t t

Abbildung 4.39: Beobachtungen zu Abbildung 4.38.

d (Gs,h,ra Ke,h,r) Ncond(gh,%)
10000 —

2.0 7 . 4 O optimal

] ~>- optimal 8000 7 m nichtoptimal
1.5 -5~ nichtoptimal ]

. 6000 —
1.0 4000
0.5 7 2000

] 3 ]

3 4 6 10 18 34 3 4 6 10 18 34

r r

Abbildung 4.40: Fehlerfunktional und Spektralkondition, optimal und nicht-
optimal.

Bevor wir das Identifizierungsverfahren an experimentellen Daten testen,
sei noch das Folgende bemerkt. Die insbesondere bei der identifizierten Reten-
tionsfunktion beobachteten oszillatorischen Stérungen konnen sich bei Nicht-
beachtung der Monotoniebedingungen derart verstirken, dass die identifizier-
ten Funktionen nicht mehr monoton sind. Dies kann dazu fiithren, dass das
direkte Problem nicht mehr 16sbar ist (sieche Bemerkungen zur Losbarkeit in
[62] und Abschnitt 3.4).

4.2.3 Experimentelle Daten
Hydraulische Funktionen fiir Bayreuther sandigen Lehm

Fiir einen Bayreuther sandigen Lehm (BSL) wurde an der Universitit Bay-
reuth ein Ausflussexperiment durchgefiihrt, bei dem eine Siule der Lénge
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L = 15.0 cm durch Absenken des am Ausflussrand angelegten Drucks von
15.0 cm auf —60.0 cm entwéssert wurde. Die Identifizierung der hydrauli-
schen Funktionen erfolgte mit quadratischer lokaler Parametrisierung von
Retentionsfunktion und logarithmisierter Leitfihigkeit. Die Ergebnisse der
Identifizierung sind fiir » = 3,4,6,10,18,34 in den Abbildungen 4.41-4.53
dargestellt. Offensichtlich tritt im Zeitintervall [18,40] im kumulativen Aus-
fluss ein deutlicherer Messfehler auf als in den iibrigen Daten.

O () K (1)
0.35 7 47
0301 — Oens 3 — Kens
0.25 3 2
0.20 - 1
0-15 ] T T T T | T T T T | T T T T 0 _ T T 1 1 | T T T | T T T T
—60 —40 —20 0 —60 —40 —20 0
Y Y
Abbildung 4.41: Hydraulische Funktionen fiir BSL, r = 3, h = 1Lﬁ’ n = 157.
wq(t) wy (t)
2.0
] 0]
1.5 .
. —20
1.0 .
0.5 —40 7
] ‘S 1 o Wey
0-0_ IIIII|IIIIIII|IIIIIII|I _60 IIIIIII|IIIIIII|IIIIIII|I
0 40 80 120 0 40 80 120
t t

Abbildung 4.42: Beobachtungen zu Abbildung 4.41.
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O(¥) K(y)
0.35 47
0.30 _f — Ogna 3 _f — Kena
0.25 —f 2 —f
0.20 —f 1 —f
0.15 - T T T | T T T | T T T 0 . T T 71 | T T T | T T T
—60 —40 —20 0 —60 —40 —20 0
Y Y
Abbildung 4.43: Hydraulische Funktionen fiir BSL, r =4, h = ﬁ, n = 157.
wq(t) wy ()
2.0 ] 0_1
1.5 .
] —20 ]
1.0 .
0.5 —f —403
] /4 7 o UJE,¢ 2
0-0_ IIIII|IIIIIII|IIIIIII|I _60 IIIIIII|IIIIIII|IIIIIII|I
0 40 80 120 0 40 80 120
t t
Abbildung 4.44: Beobachtungen zu Abbildung 4.43.
0(¥) K ()
0.35 47
0.30 _f I ®E,h,6 3 _f I e,h,6
0.25 — 2 —f
0.20 —f 1 —f
0-15 : T T T | T T T | T T T 0 : T T 71 | T T T | T T T
—60 —40 —20 0 —60 —40 —20 0
Y Y

Abbildung 4.45: Hydraulische Funktionen fiir BSL, r =6, h = ﬁ, n = 157.
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wq(t) wy (t)
2.0 ] 0_1
1.5 ]
] —20
1.0 .
0.5 —40 B
0-0_ |||||||||||||||||||||| _60_||||||||||||||||||||||||
0 40 80 120 0 40 80 120
t t
Abbildung 4.46: Beobachtungen zu Abbildung 4.45.
o(¥) K(4)
0.35 o 4 -
0.30 _f — O 10 3 _f — K¢ 10
0.25 ] 2
0.20 3 1
0.15 = T T T T T T T 7T 1T T T 0 - T T T T
—60 —40 —-20 0 —60 —40 —20 0
Y Y
Abbildung 4.47: Hydraulische Funktionen fiir BSL, » = 10, h = %,
wq(t) wy(t)
2.0 ] O—j
1.5 - .
: ~20
10 ] :
0.5 —40 7
1 ] We,y
0-0_ |||||||||||||||||||||| _60 |||||||||||||||||||||||||
0 40 80 120 0 40 80 120
t t

Abbildung 4.48: Beobachtungen zu Abbildung 4.47.
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O(y) K ()
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0.20 —f 1 —f
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—60 —40 —-20 0 —60 —40 -20 0
(U (U
Abbildung 4.49: Hydraulische Funktionen fiir BSL, » = 18, h = %, n = 157.
wq(t) wy (t)
2.0 §
. 07
1.5 ]
] —20 4
1.0 ]
0.5 —f —40 -
] y { o Wev
0-0_ |||||||||||||||||||||| _60 |||||||||||||||||||||||||
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t t
Abbildung 4.50: Beobachtungen zu Abbildung 4.49.
o(y) K ()
0.35 - 4
0.30 _f — O p34 3 _f — K. p3a
0.25 —f 2 —f
0.20 1
0-15 : T T T T | T T T T | T T T T 0 : T T T T | T 1 T | T T T T
—60 —-40 —-20 0 —60 —40 -20 0
(U (U

Abbildung 4.51: Hydraulische Funktionen fiir BSL, r = 34, h = %, n = 157.
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wq(t) wy (t)
2.0
. 0
1.5 ]
] —20
1.0 .
0.5 —40 B
0-0_ |||||||||||||||||||||| _60_||||||||||||||||||||||||
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t t
Abbildung 4.52: Beobachtungen zu Abbildung 4.51.
d (Ge,h,r, Ks,h,r) Hcond (Sh,Zr)
2.0 . 10000
157 8000 -
. 6000 —
1.0 o ]
] 4000
0-5 7 2000 H
0.0 | | | ? 0 +— |T| I B E—
3 4 6 10 18 34 3 4 6 10 18 34
r T

Abbildung 4.53: Fehlerfunktional und Spektralkondition fiir BSL, h = %,
n = 157.

Fiir dieses Beispiel sollen die Sensitivitdten der Beobachtungen, d. h. deren
partiellen Ableitungen, beziiglich der Parameter im jeweiligen Optimalwert
betrachtet werden. Hierzu sind stiickweise lineare Parametrisierungen fiir die
hydraulischen Funktionen verwendet worden. In den Abbildungen 4.54 und
4.55 sind die Sensitividten fiir » = 9 Freiheitsgrade abgebildet. Dabei zeigt
ein Diagramm jeweils die Sensitivitdten der Druckbeobachtung bzw. der Aus-
flussbeobachtung beziiglich der Parameter der Retentionsfunktion bzw. der
Leitfahigkeit. Die ¢-Achse entspricht der Zeitachse der Beobachtungen und
die 1-Achse stellt den Definitionsbereich der hydraulischen Funktionen dar.

Deutlich zu erkennen ist zunéchst einmal die starke Lokalitit der einzelnen
Parameter. Die lokalen Maxima bzw. Minima der Sensitivitdten korrespon-
dieren jeweils mit einer Stiitzstelle im ¢-Bereich. Weiterhin ist zu erkennen,
dass eine Anderung der Parameter kaum einen Einfluss auf den Druck na-



4.2. FALLSTUDIEN 99

Kum. Ausfluss/Retention

Kum. Ausfluss/Leitfaehigkeit

Abbildung 4.54: Sensitivitdten des kumulativen Ausflusses fiir BSL bei stiick-

weise linerem Ansatz mit r =9, h = %, n = 157.
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Druck/Retention

1000

-1000
-2000

oA O

Abbildung 4.55: Sensitivitdten der Druckbeobachtung fiir BSL bei stiickweise

linearem Ansatz mit r =9, h = %, n = 157.
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he der Sattigungsgrenze ausiibt. Dies entspricht ungefihr dem Zeitintervall
[0,40]. Auch bewirkt eine Verdnderung des Wertes der Leitfiahigkeit im Be-
reich der Sittigung oder nahe Sittigung kaum eine Anderung in den zu-
gehorigen Beobachtungen. Fiir die Optimierung ist es deshalb sinnvoll mit
fixiertem Kg,i-Wert zu arbeiten.

Die Sensitivitédten fiir die Parametrisierungen mit anderer Anzahl von Frei-
heitsgraden fithren zu &hnlichen Darstellungen wie in den Abbildungen 4.54
und 4.55, wobei die Anzahl der lokalen Maxima bzw. Minima entsprechend
der Anzahl der Freiheitsgrade variiert.

Hydraulische Funktionen fiir Forchheimer Sand

Fiir einen weiteren Boden, einen Forchheimer Sand (FS), erfolgte ein analo-
ges Experiment. Auch hier wurde ein quadratischer lokaler Ansatz zur Pa-
rametrisierung von © und In K gewédhlt. Die Identifizierungsergebnisse fiir
r = 4,6,10 sind in den Abbildungen 4.56-4.62 aufgefiihrt. Obwohl in den
Daten fiir den kumulativen Aussfluss und den Druck Messfehler enthalten
sind, treten diese nicht so deutlich hervor, wie dies teilweise in den Aus-
flussdaten fiir den Bayreuther sandigen Lehm der Fall war.

0(¥) K ()

0.35 3 35 5

0.30 ] — Ocna 303 — Kecna

0.25 3 25 3

0.20 20 3

0.15 3 15 3

0.10 5 10 =

0.05 3 =
0.00:|||||||||||||| 0:||||||||||||||

—60 —40 —20 0 —60 —40 —20 0
Y Y

Abbildung 4.56: Hydraulische Funktionen fiir FS, r =4, h = %, n = 160.
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wq (t) wy (t)
4 ”
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Abbildung 4.57: Beobachtungen zu Abbildung 4.56.
O(y) K(¥)
0.35 = 35 5
0303 — Ocng 303 — Kens
0.25 3 25 3
0.20 3 20 3
0.15 = 15 3
0.10 3 10 3
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0.00:|||||||||||||| 0:||||||||||||||
—60 —40 —-20 0 —60 —40 —20 0
Y Y
Abbildung 4.58: Hydraulische Funktionen fiir FS, » =6, h = %, n = 160.
wq (t) wy ()
4 1
- 07
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] —20
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1 _40_5 = s wy
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Abbildung 4.59: Beobachtungen zu Abbildung 4.58.
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Abbildung 4.60: Hydraulische Funktionen fiir FS, »r = 10, h = 1LW’ n = 160.
wg(t) wy(t)
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Abbildung 4.61: Beobachtungen zu Abbildung 4.60.
H (®E,h,7‘7 Ks,h,r) Ncond(sh,2r)
53 100000 —
47 80000 -
33 60000
25 40000 3
13 20000 H
0 T T | T 0+—7— ’T‘ T
3 4 6 10 18 34 3 4 6 10 18 34
T T

Abbildung 4.62: Fehlerfunktional und Spektralkondition fiir FS, h = ﬁ,
n = 160.
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4.3 Adaptivitat im Multi-Level-Algorithmus

4.3.1 Eine adaptive Verfeinerungsstrategie

Das Vorgehen, wie wir im Multi-Level-Algorithmus zur nichsten Stufe der
Parametrisierung gelangen, wird als Verfeinerungsstrategie bezeichnet. Bis-
her sind wir entsprechend dem Prinzip der hierarchischen Basen skalenweise
vorgegangen. Wenn wir mit einer linearen lokalen Basis parametrisieren, so
kénnen wir verfeinern, indem wir zu den alten Stiitzstellen eine oder mehrere
neue Stiitzstellen hinzufiigen. Eine Wahlmoglichkeit besteht hierbei nicht nur
in der Anzahl der neuen Stiitzstellen, sondern auch in deren Lage. Die alten
Stiitzstellen werden beibehalten, damit die Bedingung (4.4) erfiillt wird.
Ausgangspunkt sei die Parametrisierung p? (v € {1,..., M} fest) einer
Koeffizientenfunktion mittels einer linearen lokalen Basis zur Zerlegung

wl,Ty < ¢2,7'y <. < ¢r,,,r,, (420)

mit r, Freiheitsgraden. Unser Ziel ist es, eine Parametrisierung mit einem
zusdtzlichen Freiheitsgrad zu erhalten. Wir setzen also Ar, = 1 und suchen
zur Zerlegung (4.20) eine zusétzliche Stiitzstelle:

d)neu =7

Die (diskreten) Beobachtungen seien gegeben durch die Wertepaare (¢, w?),
¢ = 1,..., k. Die zur Optimalldésung p, »; gehorende simulierte Beobachtung
Wh(Pe,n,7) bezeichnen wir zur Vereinfachung mit wp opt. Das diskrete Funktio-
nal (4.2) ist darstellbar in der Form

Jen(wn) = Zje,hﬂ' (w')
=1

mit J, pi(w) = of (W' — wi)?.
Zur Gewinnung einer adaptiven Verfeinerungsstrategie legen wir zunéchst

eine Teilmenge von {1, ..., &} fest:
IC{1,..,k}

Wenn wir eine (lokale) Verbesserung der simulierten Beobachtung an der
,Schlechtesten® Stelle erreichen wollen, so wéahlen wir I als die einelementige
Menge I = {k}, welche aus demjenigen Index k € {1, ..., i} besteht, fiir den

ge,h,k (wfpt)

ge,h,i (wf,pt)

= Imax
1<i<#
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gilt. I ={1,...,4} oder andere Auswahlkriterien sind ebenso méglich.

Die neue Stiitzstelle platzieren wir nun dort, wo sich die Sensitivitéit der zur
Indexmenge I gehorenden (Teil-)Beobachtung beziiglich p?, . am stérksten
dndert. Dazu betrachten wir den zur v-ten Koeflizientenfunktion gehérenden
Teil der Sensitivitdtsmatrix 8,

i
(&.uopt )
Bp;” =10

Jj=1,...,rp

und bestimmen einen Index [ € {1, ...,r, — 1}, fiir den

Bwf)pt _ ngpt Bwf)pt . Bwf,pt
Z 6p;,+l,ry 6p;’,7‘y _ max Z ap},-l-l,‘ru ap}/,’“u (4 21)
icl ¢l+1,7'y - wl,ry 1<j<ry—1 icl 17bj+1,7',, - 'd)j,ru
Owipe _ Ouope .
. op” op” . . . . . ow?
gilt, —tbre —bre gt eine Approximation der ersten Ableitung von 5, hach
1/)J'+17"‘u _11)],"“1/ Pr,,
¥ im Intervall [¢);,,,%;+1r,]. Falls fir den Index [
Vv, = Vi, | > 6 max |4, — Yy, | (4.22)
1<j<ry 1
mit einem § > 0 gilt, so wird im Intervall [¢);,, , ¥141,,] verfeinert:
1
¢neu = 5 (’djl,ry + ¢l—|—1,7‘u) . (423)

Anderenfalls ist ein neuer Index gemaf (4.21) fir j € {1,...,7, — 1} \ {l} zu
bestimmen. Durch die Bedingung (4.22) kénnen wir verhindern, dass sich die
Stiitzstellen in einem Teilgebiet hdufen, wihrend in einem anderen Teilgebiet
keine oder nur wenige Stiitzstellen liegen. Die verfeinerte Zerlegung fiir die
Parametrisierung mit r, + 1 Freiheitsgraden ist damit gegeben durch

Vjr, firj=1,...,1,
¢j,ru+1 = /@bneu fiir j =1+ 1, (424)
wj—l,ry furj:l+2,,r,,+1

Beispiel 4.12 Wir testen die oben beschriebene adaptive Verfeinerungsstra-
tegie an der Identifizierung der Leitfahigkeit K aus dem kumulativen Ausfluss
w, mit einem Datenfehler von ¢ = 5% bei bekannter Retentionsfunktion ©.
Zum Vergleich wiederholen wir die Identifizierung und benutzen nichtadap-
tive Strategien, bei denen wir geméif (4.23) und (4.24) verfeinern, wobei
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adaptive Strategie
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Abbildung 4.63: Leitfdhigkeiten bei adaptiver und nichtadaptiver Verfeine-
rungsstrategie fiir r = 4,5,6, ¢ = 5%, h = 15, n = 50.
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1.0—f"

0.5—f
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—200 —-150 —-100 —50 0

(4

Abbildung 4.64: Leitfahigkeit bei der Verfeinerungsstrategie (ii) fiir » = 6.

||KVGM - KE,h,THoo H(Kf,hﬂ')
0.7 8] 0.4 8
0.6 _; —>— adaptiv - g —>— adaptiv
= B (i ] .
053 —— 83) 0.3 3 = O
0.4 = ] —+ (@)
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0.1 ) ] ]
0.0 | I I 0.0 | T T
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
r r
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8000 7 m (i)
6000 |
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0 ;.

Abbildung 4.65: Identifizierungsfehler, Fehlerfunktional und Spektralkondi-

tion fiir die Strategien adaptiv, (i) und (ii), e = 5%, h = &, n = 50.
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|

= Imax [Vit1,r — Vil }

1<

(i)

{ = min {3 e{l,..,r—1} ‘ W}'H,r - ¢3,r

= ax (Y1 — Vi

(i)

| = max {3 e{1,...,r—1} ‘ W}'H,r - d]i,r

gesetzt wird.

Insgesamt liefert die adaptive Verfeinerungsstrategie stabilere Ergebnisse
als die nichtadaptiven Strategien (i) und (ii). Bei der Anwendung von Stra-
tegie (ii) erhalten wir z. B. fiir 6 Freiheitsgrade ein der Form nach etwas
anderes Ergebnis. (Abbildungen 4.63-4.65)

Bemerkung 4.13 Bei Verwendung der monotonen kubischen Parametrisie-
rung ist die adaptive Verfeinerungsstrategie sofort iibertragbar. Im Fall ei-
ner Parametrisierung mit quadratischen B-Splines (oder B-Splines hoherer
Ordnung) ist dies nicht unmittelbar méglich. Im Gegensatz zu den linearen
B-Splines, bei denen nach (4.6)

f’l"u(wj,’f'u) == pj,r,, fﬁr J = ]_’ ”.,/"X =7,

gilt, entsprechen hier die Parameter p;,, nicht direkt den Funktionswerten
in den Stiitzstellen 1);,,. Bei der Parametrisierung mit den quadratischen
B-Splines gilt

1 . .
fru(,lﬁjyru) = E(pjaru +pj—|—1,r,,) fur J = 1’ AR T. (425)

Die Sensitivitdt der Funktion f,, auf einem Interval [¢;,,,¥jt1,,] ist damit
bei der Parametrisierung mit quadratischen B-Splines nicht wie bei der stiick-
weise linearen Parametrisierung durch die zu p;,, und pj;i,, gehérenden
Eintrige der Sensitivitdtsmatrix bestimmt, sondern es muss auch die Sensi-
tivitdt des Parameters p; o, beriicksichtigt werden. Eine Idee zur Ubertra-
gung der adaptiven Verfeinerung auf diese Parametrisierung besteht deshalb
darin (4.21) zu ersetzen durch

1 ( ngpt ngpt ) 1 ( ngpt ngpt
E : 230p] 1y 4, Y y2r, 2%\ opy,, i1 r, _
icl wl—kl,r,, - ¢l,1',,
1 ( ngpt 6wf,pt ) 1 ( Owgpt Bwépt
max 220 1, P2, 23 0pf,, i1, (4 26)
ISjSTV_l /djj'f']-,ru - ¢j,7‘u

el
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dw? . . .
D. h. f,, und W‘,’Ft werden entsprechend 4.25 zu linearen Funktionen verein-
Ty

facht und dann wie im linearen Fall behandelt.

4.3.2 Adaptivitidt im Fehlerfunktional

Im Multi-Level-Algorithmus minimieren wir das Funktional (4.2). Die Wich-
tungsfaktoren af haben wir dabei unabhiingig von i (Zeitpunkt der Messung)
als Skalierungsfaktoren (4.3) gewihlt. Nun ist es aber so, dass infolge unter-
schiedlicher Sensitivititen die einzelnen Daten wi,i = 1,...,n; einer Beob-
achtung einen unterschiedlichen Einfluss auf die Identifizierung ausiiben. Im
Allg. werden bei der Minimierung zunéchst die simulierten Beobachtungen w
mit hohen Sensitivitdten an die zugehdrigen Messwerte wi,k angepasst. Wenn
eine gute Anpassung der Beobachtungen mit hohen Sensitivitdten erreicht
wurde, der Wert des Fehlerfunktionals jedoch weiter verringert werden soll,
d. h. auch die Ubereinstimmung von simulierten Beobachtungen mit geringe-
ren Sensitivitdten mit den Messdaten soll verbessert werden, so sind groflere
Anderungen in den Koeffizientenfunktionen vorzunehmen. Hierdurch kénnen
sich aber auch die Beobachtungen mit hohen Sensitivitidten wieder &ndern.
Daher kann es zu einer Vergroflerung des Fehlers in diesen Beobachtungen
kommen. Wegen der hoheren Sensitivitdten kann diese Fehlerverstarkung (in
Beobachtungen mit hohen Sensitivitdten) die Fehlerreduktion (in Beobach-
tungen mit kleinen Sensitivitdten) iibersteigen. Der Wert des Fehlerfunktio-
nals wiirde zunehmen. Dies hat zur Folge, dass im Multi-Level-Algorithmus
anfinglich groftenteils nur Beobachtungen mit hohen Sensitivitdten das Iden-
tifizierungsergebnis bestimmen.

Da sich die Sensitivitdten wéhrend des Multi-Level-Algorithmus dndern,
berechnen wir die Wichtungsfaktoren o, fiir das Funktional (4.2) auf jeder
Stufe des Multi-Level-Algorithmus neu und gelangen so zu einem adaptiven
Fehlerfunktional. Dazu stellen wir die Sensitivititsmatrix

fir die Startwerte von p ,v = 1,..., N, auf und bilden fiir & = 1,...,&,
i =1,...,ny die Gewichte of aus deren Eintrigen:

Owl -1

N
ZV:]_ Z;V:l ap;,ru
N

Owy,
v
apjs"‘u
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Abbildung 4.66: Identifizierungsfehler bei der Identifizierung mit adaptivem
und nichtadaptivem Fehlerfunktional, € = 5%, h = -, n = 50.
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Abbildung 4.67: Fehlerfunktional und Spektralkondition bei der Identifizie-
rung mit adaptivem und nichtadaptivem Fehlerfunktional, e = 5%, h = ﬁ,
n = 50.

Wir verwenden als Gewichte also den reziproken Wert der relativen Sensi-
tivitdten. Um eventuelle Unterschiede in den Groflenordnungen der verschie-
denen Beobachtungsarten auszugleichen, kénnen wir die o) noch mit den
Skalierungsfaktoren (4.3) multiplizieren.

Beispiel 4.14 Wir vergleichen die Identifizierung mit dem Fehlerfunktional

mit fixierten Wichtungsfaktoren (4.3) (OLS) und die Identifizierung mit dem
adaptiven Fehlerfunktional (ad-OLS) an einem Beispiel mit ¢ = 5%, h = ﬁ
und n = 50 bei quadratischer lokaler Parametrisierung. Um die Redukti-
on des Fehlers zwischen den simulierten und gemessenen Beobachtungen bei
der Anwendung des adaptiven Fehlerfunktional zu erfassen, berechnen wir

zusdtzlich auch den Wert des nichtadaptiven Funktionals. Wie in Abbildung
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Abbildung 4.68: Hydraulische Funktionen bei adaptiven Fehlerfunktional,
r=234,¢=5%, h=-% n=50.
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Abbildung 4.69: Beobachtungen zu Abbildung 4.68.

4.66 zu sehen ist, liefert das adaptive Fehlerfunktional deutlich kleinere Iden-
tifizierungsfehler (besonders bei der Leitfihigkeit). Auflerdem treten beim
adaptiven Fehlerfunktional fiir » = 34 kaum oszillatorische Storungen auf
(Abbildungen 4.68 und 4.69). Fiir mehr als 7 = 10 Freiheitsgrade pro Funk-
tion kommt es nicht mehr zu sichtbaren Anderungen in den Identifizierungs-
ergebnissen.

4.4 Beriicksichtigung weiterer a priori Infor-
mationen

Wenn neben einer Druckmessung im Inneren der Sidule an derselben Stelle
gleichzeitig die Messung des Fluidgehalts 8 durchgefiihrt wird, so erhalten
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wir Datenpaare
(W 65), i=1,.m,

die wir als a priori Schitzungen der Retentionsfunktion © in den Punkten
" auffassen. Zur weiteren Stabilisierung der Identifizierung der Retentions-
funktion kénnen wir damit einen Tikhonov-Term

3r(0) = |e) - &’

zum Fehlerfunktional addieren:

3s,a,h(@) = 8s,h(@) + QHT(@)

Fiir die Leitfahigkeit ist dies nicht so leicht moglich. Wenn man jedoch die
Mualem-Beziehung

K(f) = Kgu - KL (0)

res

0 — eres f 6, d
Ko - | ———— — 4.2
¢ (gsat - eres > ! Osa ] ( 7)

Ores 7,0( )

fﬁI‘ 0 E [eres; esat]

als ein realistisches Modell betrachtet, so kann man aus der Retentionsfunk-
tion © eine Nadherung fiir die Leitfdhigkeit und damit einen geeigneten Straf-
term fiir das Fehlerfunktional gewinnen. Dazu benétigen wir die zu ©(¢) in-
verse Abbildung ¢(0) iiber dem Intervall [s, 6sat]. Diese existiert, da ©(v))
zwischen 6.5 und 6,y aus physikalischen Griinden streng monoton ist. Da-
mit wir bei der Identifizierung der Retentionsfunktion das komplette Intervall
[Ores, Osat| beriicksichtigen, parametrisieren wir © wie bisher iiber ein Intervall
[¢, 0] und setzen zusétzlich entweder

(a) Ores = O (¢) oder

(b) 0es = 0 und approximieren die Retentionsfunktion fiir ¢ < ¢ exponen-

tiell durch
oo <1n (Z@ ¢) |

(Wegen ¢ < 0 und © (¢) < 1 ist 1new(g) > 0, womit ©(v) fiir ¢ < ¢

streng monoton wachsend ist.)
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Dabei ist 9 so zu wéhlen, dass die residuale Sdttigung nicht bereits fiir ein
¥ > 1 erreicht wird.

Zum Fehlerfunktional addieren wir einen Strafterm, der die Abweichung
bestimmt, die zwischen der identifizierten residualen Leitfdhigkeit und der
residualen Mualem-Leitfdhigkeit K, zur aktuellen Retentionsfunktion © be-
steht:

Jeon(©,K) = 3.(0,K) + a /‘9 . S, (K ) _ (e)) 6. (4.28)

res
K sat

a > 0 spielt die Rolle des Regularisierungsparameters und p > 0 ist ein
Parameter, der zur Festlegung eines Toleranzbereiches dient, wie z. B. im
quadratischen Strafterm

(—p—z)® firz < —p,
Su(z) = 0 fiir —p <z <up,
(x—p)® firz > p

Wegen der strengen Monotonie von ©(1)) kann durch Werte
Y =1 <P < ... <Y1 <Py
mit ¢, := min{ey | O(¢)) = bsas } eine Zerlegung
bres < O (¥) = © (%) <O (¥1) < ... <O (¢5) = by

VoL [Ores, Osat] definiert werden. Auf dem Intervall [1, vy] ist K (¢)) ebenfalls
streng monoton und es gilt fiir ¢ € [¢), 9y]

K@) =K@) <<=  0=06().

Die diskrete Version von (4.28) lautet damit

Jeann(0, K) = 0.n(0, K) + Z s( Y g (o <¢z>>) (4.29)

mit Integrationsgewichten -;, die z. B. Eins gesetzt werden konnen.
Die bei der Berechnung von K} (O (1;)) auszuwertenten Intergrale kénnen
durch eine Quadraturformel approximiert werden, z. B.

o) 1 i o) 1
—ds = Iy+ / ——ds
/ores ¢(8) ° ; 9(’@//‘]‘71) 1/1(8)

J
— 0 (¥jis) (_ 1 )
w]k * ¢jk—1

2
=
+
[V]3
®
§
[\
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mit

0 fiir Fall (a),
Iy = { f@(f) no(y) ds fiir Fall (b)

bei Zerlegungen

Vi1 = Yo <Yj < oo <y = Y5

der Intervalle [¢;_1,%;], j =1, ...,n bzw. der zugehorigen 6-Zerlegungen von
[© (1), © (8-

Bei gleichzeitiger Identifizierung von Leitfdhigkeit und Retentionsfunktion
ist in den Fehlerfunktionalen (4.28) und (4.29) durch die Mualem-Beziehung
auch eine Riickwirkung von der Leitfdhigkeit zur Retentionsfunktion vorhan-
den. Durch die Steuerung der beiden Parameter o und p konnen wir gezielten
Einfluss auf die Identifizierung ausiiben. Obwohl man durch obige Strafme-
thode wieder zu einer starren Form der Parametrisierung zuriickkehrt, ist die-
se Methode geeignet, damit sich das Kriimmungsverhalten der hydraulischen
Funktionen bereits in den ersten Schritten des Multi-Level-Algorithmus rich-
tig herausbildet. Mit dem weiteren Fortschreiten im Multi-Level-Algorithmus
kann durch eine Verkleinerung des Regularisierungsparameters o der Einfluss
des Strafterms verringert werden. Durch den Parameter p kann auflerdem
die Breite der zuldssigen Abweichung vom Mualem-Modell gesteuert werden.
Wenn das Mualem-Modell nicht geeignet erscheint, dann kann fiir K7 (6)
auch ein anderes Modell verwendet werden.

Abbildung 4.70: Hydraulische Funktionen, r = 3, ¢ = 5%, h = 1%, n = 50.
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(8 (2
Abbildung 4.71: Hydraulische Funktionen, r = 4, ¢ = 5%, h = 15, n = 50.
O () K(y)
1.5

0.5

—
o

0.4

O 3 T T T T | T T T T O 0 T T T T | T T T T
—100 —50 0 —100 —50 0
(4 Y
Abbildung 4.72: Hydraulische Funktionen, r = 10, e = 5%, h = 1]:%7 n = 50.

Beispiel 4.15 Wir betrachten dazu ein Beispiel, bei dem mit den bisherigen
Methoden die Identifizierungsergebnisse noch grofie Fehler aufweisen. Durch
die Verwendung des Fehlerfunktionals (4.29) mit x4 = 0.1 und

a=10 firr=3

a=05 firr=14

a=01 firr=6

a=0.05 firr=10
haben sich die Ergebnisse der Identifizierung verbessert (siehe Abbildun-
gen 4.70 - 4.72). Dabei ist zu beachten, daf§ wir als Original eine Mualem-
Leitfdhigkeit zugrunde gelegt haben. Die Parametrisierung erfolgte quadra-
tisch lokal fiir © (mit Fall (b)) und In K.

Eine weitere Anwendungsméglichkeit der oben beschriebenen Strafmetho-
de zeigt das folgende Beispiel.
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Abbildung 4.73: Hydraulische Funktionen fiir BSL, » = 10, h = %, n = 157,
ohne Beriicksichtigung des Druckes im Fehlerfunktional.
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Abbildung 4.74: Beobachtungen zu Abbildung 4.73.

Beispiel 4.16 Am Beispiel des im Unterabschnitt 4.2.3 betrachteten Bay-
reuther sandigen Lehms (BSL) koénnen wir demonstrieren, dass es bei den
hier verwendeten polynomialen Parametrisierungen nicht aussreicht, nur den
kumulativen Ausfluss im Fehlerfunktional zu beriicksichtigen. Die Abbildun-
gen 4.73 und 4.74 zeigen, dass wir in diesem Fall vollig andere Identifi-
zierungsresultate erhalten. Obwohl der kumulative Ausfluss gut angepasst
wird, stimmt die jetzige identifizierte Retentionsfunktion nicht mit derjeni-
gen iiberein, die wir bei Identifizierung mit zusétzlichen Druckdaten erhalten.
Entsprechend deutlich sind auch die Unterschiede zwischen dem gemessenen
Druck und dem simulierten Druck. Wenn wir aber die oben beschriebene
Mualem-Regularisierung (mit Fall (b)) in die Identifizierung einbeziehen, so
gelangen wir ndherungsweise zu den Ergebnissen, wie sie die Identifizierung
mit Druckdaten liefert (vgl. Abbildungen 4.75 und 4.76).
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Abbildung 4.75: Hydraulische Funktionen fiir BSL, » = 10, h = %, n =

157, Fehlerfunktional mit Mualem-Strafterm (o = 0.25, 4 = 0.1) und ohne
Beriicksichtigung des Druckes.
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Abbildung 4.76: Beobachtungen zu Abbildung 4.75.

4.5 Zusammenfassung der Ergebnisse

Abschlieflend wollen wir noch einmal die wesentlichsten Erkenntnisse aus den
betrachteten Beispielen zusammentragen:

e Wenn eine hinreichende Feinheit der rdumlichen Diskretisierung er-
reicht ist, so ist deren Einfluss auf die Ergebnisse der Identifizierung
vernachlissigbar. Eine weitere Verfeinerung der raumlichen Diskreti-
sierung fiihrt zu keiner wesentlichen Verbesserung der Stabilitdt des
inversen Problems.

e Ein entscheidender Einflussfaktor auf die ,,Giite“ der Identifizierungs-
ergebnisse ist die Anzahl der Messdaten (sowie deren Verteilung im
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Wertebereich). Je geringer die Anzahl der Daten ist, desto weniger In-
formationen liefern diese iiber die hydraulischen Funktionen und desto
starker ist der Einfluss mdglicher Datenfehler auf die Identifizierung.

Die Ergebnisse der Identifizierung werden teilweise von der Art der ver-
wendeten Parametrisierung beeinflusst. Welche Parametrisierung ge-
eignet ist, kann vom betrachteten Bodentyp abhédngen. Im Allg. sind
hohere Ansétze (quadratische oder kubische Splines) gegeniiber einer
Parametrisierung mit linearen Splines vorteilhafter, insbesondere da sie
starkere Glattheitseigenschaften besitzen.

Wenn anstelle der Leitfdhigkeit der Logarithmus der Leitfahigkeit pa-
rametrisiert wird, so kann hiufig eine Verbesserung der Sensitivitit
erreicht werden.

Durch adaptive Elemente im Multi-Level-Algorithmus, die die aktu-
ellen Sensitivitdten der Beobachtungen beziiglich der einzelnen Para-
meter beriicksichtigen, kann eine groflere Stabilitdt der Identifizierung
gewonnen werden. Hierdurch ist eine Verringerung der Identifizierungs-
fehler moglich.

Die Verwendung zusétzlicher, geeigneter Strafterme im Fehlerfunktio-
nal erlaubt die Identifizierung der hydraulischen Funktionen auch dann,
wenn nur reduzierte Messdaten vorliegen.

Die betrachteten Beispiele zeigen deutlich, dass bei den hier benutzten
Parametrisierungstechniken (und Experimentdesign) keine Aussicht be-
steht, den Wert der Leitfdhigkeit im Bereich der Séttigung (Kg,,-Wert)
mitzubestimmen. Dieser muss also a priori vorgegeben werden.



Kapitel 5

Betrachtungen zum optimalen
Experimentdesign

5.1 Motivation

In dem Bereich der Anwendungswissenschaften, in dem man sich mit der
Identifizierung von Materialeigenschaften beschéftigt, tritt immer mehr das
Experimentdesign in den Mittelpunkt. Man begniigt sich nicht mehr damit
ein Experimentdesign zur Verfiigung zu haben, welches die Identifizierung
der gewiinschten Materialeigenschaften in einem gewissen Toleranzbereich
ermoglicht, sondern man versucht dieses Experimentdesign zu optimieren.
Diese Optimierung bezieht sich auf die Erh6hung des Informationsgehaltes
- der Indikativitdt, wie es in [59] genannt wird - des Experiments beziiglich
der zu identifizierenden Materialgréflen. Dabei kann es auch darum gehen,
Effekte aus Prozessen, die im mathematischen Modell keine Beriicksichtigung
finden, weitestgehend zu eliminieren. Oder es wird versucht die technischen
Apparaturen zu verbessern, um eine Optimierung der Messmethoden zu er-
reichen.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Sdulenexperimenten haben wir ver-
schiedene Moglichkeiten das Experimentdesign zu verdndern. Eine Méglich-
keit besteht darin, zu einem neuen Messplan iiberzugehen. Andererseits kén-
nen auch die Anfangs- und Randbedingungen variiert werden. So wird z. B. in
[11] ein Sdulenexperiment betrachtet, bei dem die Gravitation die treibende
Kraft ist. Jedoch erlaubt diese Experiment die Identifizierung der hydrau-
lischen Funktionen maximal nur fiir einen Druck aus dem Bereich [—L, 0],
wobei L der Lénge der Sdule entspricht (vgl. Lemma 1.4 in [11]).

Den hiufigsten Ansatzpunkt im Experimentdesign bieten die Randbedin-
gungen, wobei die Bedingung ¢'(t) < 0 (notwendig fiir den Beweis der Iden-

119
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tifizierbarkeit) vernachlédssigt wird. Das im Abschnitt 4.2 betrachtete Ex-
perimentdesign wird in der Hydrologie als kontinuierliches Ausflussexperi-
ment bezeichnet. Ein anderes Experimetdesign verwenden die Onestep- und
Multistep-Verfahren, bei denen der am Ausflussrand angelegte Druck g¢(t) in
einer bzw. mehreren Stufen abgesenkt wird. Der Dirichlet-Rand wird hier-
bei durch eine stiickweise konstante Funktion g(¢) beschrieben. Diese drei
Methoden sind Gegenstand der Untersuchungen in [13], [14], [15], [53] und
[64]. In diesen Arbeiten werden die hydraulischen Funktionen mit dem van
Genuchten-Mualem-Modell oder Modifikationen diese Modells (bimodale Re-
tentionsfunktion) parametrisiert. Es hat sich herausgestellt, dass die Onestep-
Methode ungeeignet, die Multistep- und die kontinuierliche Methode dage-
gen gleichermaflen geignet sind zur Identifizierung der hydraulischen Para-
meter. Andererseits fithrt die Methode mit linearer Verdnderung des Druckes
am Ausflussrand zu den geringsten Unsicherheiten bei der Parameterbestim-
mung. Mit den in dieser Arbeit verwendeten Parametrisierungen gelangen
wir zu dhnlichen Aussagen. Wir wollen hierzu zwei Beispiele betrachten.

Beispiel 5.1 Zunichst konstruieren wir wie fiir das kontinuierliche Experi-
ment synthetische Daten der Druck- und Ausflussbeobachtungen mit £ = 5%
fiir ein Multistep-Ausflussexperiment (Sdulenldnge L = 15 cm) bei dem der
Druck am Ausflussrand in 5 Stufen von 15 cm auf -100 cm innerhalb des Zei-
tintervalls [0, 20] abgesenkt wird. Die hydraulischen Funktionen, die fiir die
Simulation verwendet wurden, entsprechen denen in den Abbildungen 4.4—
4.15. Bei der Identifizierung verwenden wir eine quadratische lokale Spline-
Parametrisierung der hydraulischen Funktionen.
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Abbildung 5.1: Hydraulische Funktionen fiir Multistep-Experiment, r = 6,

e =5%, h = &, n = 50.
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Abbildung 5.2: Beobachtungen zu Abbildung 5.1.
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Abbildung 5.3: Hydraulische Funktionen fiir Multistep-Experiment, r = 10,

e =5%, h = 15, n = 50.
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Abbildung 5.4: Beobachtungen zu Abbildung 5.3.
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Figure 5.5: Vergleich der Spektralkonditionen fiir kontinuierliches und
Multistep-Ausflussexperiment.
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Abbildung 5.6: Vergleich der Identifizierungsfehler fiir kontinuierliches und
Multistep-Ausflussexperiment

In den ersten Schritten des Multi-Level-Algorithmus erhalten wir &hnli-
che Ergebnisse wie beim kontinuierlichen Ausflussexperiment. Als Beispiel
sind in den Abbildungen 5.1 und 5.2 die Ergebnisse fiir 6 Freiheitsgrade pro
Funktion angegeben. Auf der nichsten Parametrisierungsstufe (10 Freiheits-
grade) wird jedoch ein deutlicher Identifizierungsfehler in der hydraulischen
Leitfdhigkeit produziert (Abbildungen 5.3 und 5.4). Dieser bleibt auch in den
weiter Schritten des Multi-Level-Algorithmus erhalten. Die Spektralkonditi-
on der Sensitivitdtsmatrix nimmt fiir » > 10 z. T. deutlich hohere Werte an
als im kontinuierlichen Ausflussexperiment, wihrend die Werte fiir r < 10
kleiner als im kontinuierlichen Experiment sind (vgl. Abbildung 5.5). Ent-
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sprechend sind im Multistep-Experiment auch die Identifizierungsfehler der
hydraulischen Funktionen fiir » < 10 kleiner, fiir » > 10 liefert das kon-
tinuierliche Experiment kleinere Identifizierungsfehler in der hydraulischen
Leitfahigkeit (vgl. Abbildung 5.6).

Aus diesem und weiteren betrachteten Beispielen folgern wir, dass ei-
nerseits die Multistep-Methode zu verbesserten Identifizierungsergebnissen
fiihren kann, andererseits aber mogliche Datenfehler frither im Multi-Level-
Algorithmus stérkeren Einfluss auf die Identifizierung ausiiben kénnen.
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Abbildung 5.7: Hydraulische Funktionen fiir BSL, multistep, r = 6, h = ﬁ,
n = 146.
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Abbildung 5.8: Beobachtungen zu Abbildung 5.7.



Abbildung 5.9: Hydraulische Funktionen fiir BSL, multistep, » = 10, h = =

124
O(¥)
0.30
4 — Ogp10
0.25 —
0.20 T T T T | T T T T | T 17T
—60 —40 —20 0
Y
n = 146.
wq(t)
1.5 1
1.0
0.5 — sim. w,
‘- o We q

0.0

5.0

25 50 75
t

100

KAPITEL 5. EXPERIMENTDESIGN

K(y)

4

3 4 — Kenio

2

14
0_||||||||||||||

—60 —40 —-20 0
Y

wy (t)

—20

—40

[en]
L1 1 g d

—60

Abbildung 5.10: Beobachtungen zu Abbildung 5.9.
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Beispiel 5.2 Als weiteres Beispiel untersuchen wir ein 10-Stufen-Multistep-
Ausflussexperiment fiir den bereits in Unterabschnitt 4.2.3 betrachteten Bay-
reuther sandigen Lehm (BSL). Auch hier wurde wieder die quadratische
lokale Parametrisierung der Retentionsfunktion und des Logarithmus der
Leitfahigkeit gew&hlt. Die Identifizierungsergebnisse fiir » = 6 und r = 10
sowie die Werte des Fehlerfunktionals und der Spektralkondition sind in den
Abbildungen 5.7-5.11 dargestellt. Wir stellen fest, dass gegeniiber dem Expe-
riment mit dem kontinuierlichen Ausfluss die Werte der Spektralkondition der
Sensitivitdtsmatrix fiir » < 18 hier deutlich kleiner sind. Obwohl die Werte
des Fehlerfunktionals fiir verschiedene Experimente untereinander nicht ver-
gleichbar sind (unterschiedliche Anzahl und Verteilung der Messdaten), ist
der Wert gegen den das Fehlerfunktional strebt hier doch signifikant gréfier
(ca. um den Faktor 100) als im Fall des kontinuierlichen Ausflusses. Dass dies
nicht allein durch die Messdaten verursacht wird, ist aus der Anpassung des
kumulativen Ausflusses ersichtlich. Es treten teilweise grofle Abweichungen
des simulierten kumulativen Ausflusses von den Messdaten auf (Abbildung
5.10), welche auch im weiteren Verlauf des Multi-Level-Algorithmus nicht
wesentlich verringert werden. Eine offene Frage ist, ob es sich bei diesen Ab-
weichungen um Messfehler handelt oder diese durch fehlende Flexibilitdt der
Parametrisierung verursacht werden.

5.2 Problemformulierung

Das Ergebnis des Experimentdesigns wird davon abhédngen, welches Ziel fiir
die Untersuchungen vorgegeben wird. In der mathematischen Statistik sind
im Zusammenhang mit der optimalen Versuchsplanung verschiedene Opti-
malitdtsbegriffe eingefiilhrt worden, so z. B. die A-; D- oder E-Optimaliét
([3], [19])- Die bei diesen Optimalititskriterien wesentliche Grofle ist die Ko-
varianzmatrix oder die Informationsmatrix.

In den Beispielen des letzten Kapitels haben wir die Sensitivitdtsmatrix da-
zu verwendet Aussagen iiber die Schlechtgestelltheit des inversen Problems
zu gewinnen. Da das Ziel des Experimentdesigns die Maximierung der Zu-
verlissigkeit der bestimmten Parameter bzw. die Minimierung der Schlecht-
gestelltheit sein wird, werden wir das Zielfunktional aus der Sensitivitdtsma-
trix bilden und mit

1(Sh,7) (5.1)

bezeichnen. Geeignet fiir p sind die Spektralkondition und die Maximum-
Charakteristik. Auch andere Groflen wie z. B. die Determinante oder die
Spur der Sensitivitdtsmatrix wiren denkbar.
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Die Sensitivitdtsmatrix hdngt von der Wahl des Experimentszenarios ab,
d. h.
Shi = 8ni(§) mit § € =.

Dabei bezeichnet = die Menge aller zuldssigen Experimentszenarien. Diese
Menge wird durch die Festlegung von Kontroll- bzw. Optimierungsvariablen
genauer spezifiziert. Dies erfolgt jeweils in den spéter betrachteten Beispielen.

Da die Identifizierung der hydraulischen Funktionen mit einem Multi-
Level-Verfahren erfolgt und nicht mit einer festen Anzahl von Parametern in
den hydraulischen Funktionen gearbeitet wird, ist eine zusétzliche Abhéngig-
keit der Zielfunktion (5.1) von der Anzahl der Parameter (Stufe der Para-
metrisierung) gegeben. Fiir ein gegebenes Szenario £ € Z betrachten wir die
Anzahl 7 der Parameter mit welcher der Multi-Level-Algorithmus abbricht
(entsprechend der Wahl von 7., und po) als die ,optimale“ Anzahl von
Parametern fiir das Szenario &:

fopt = fopt (f )

Zur Vereinfachung ist es auch moglich 7o, unabhéngig von & als Konstante
vorzugeben.

Beim Problem des optimalen Ezxperimentdesigns ist damit ein Experiment-
szenario £* € = gesucht, welches der Bedingung

K (Sh,fopt(g*)(f*» = ?elgﬂ (Sh,i;opt(g) (5)) (5.2)
gentligt.

Der Typ der Parametrisierung ist vorher festzulegen und darf wéhrend des
Experimentdesigns nicht gedndert werden. Denn unterschiedliche Arten der
Parametrisierung kénnen auch zu unterschiedlichen Resultaten im Experi-
mentdesign fiihren.

Bemerkung 5.3 Wenn die Messdaten w, dem Gaufischen Fehlermodell (sie-
he Unterabschnitt 4.1.1) geniigen und im Fehlerfunktional (4.2) die Kehrwer-
te der Varianzen als Wichtungsfaktoren o}, (k = 1,...,k, 4 = 1,...,ny) ver-
wendet werden, so wissen wir, dass im Sinne der mathematischen Statistik
der aus der Minimierung diese Fehlerfunktionals erhaltene Parametervektor
(D2 prys -+ PYhpy,) €ine Mazimum-Likelihood-Schitzung darstellt (siehe z. B.
[4])- Als Zufallsvektor aufgefasst ist dieser asymptotisch erwartungstreu und
normalverteilt. Fiir die Kovarianzmatrix erhalten wir aus der Linearisierung
gemifl Unterabschnitt 4.1.5 (vgl. z. B. auch [4])

Cov (p}:’hyrl, ...,pfh’w) ~ (SZ,ﬁSh,f)_l
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(unter Annahme des vollen Ranges der Sensitivitdtsmatrix). Die inversen
Quadrate der Singuldrwerte der Sensitivitdtsmatrix approximieren also die
Eigenwerte der Kovarianzmatrix. Damit gelangen wir zur E-Optimalitit,
wenn wir im Experimentdesign die Maximum-Charakteristik der Sensiti-
vitdtsmatrix als Zielfunktional verwenden.

In den nachfolgenden Beispielen wird jeweils mit der gewichteten Sensi-
tivitdtsmatrix gerechnet, auch wenn dies nicht explizit erwdhnt wird. Die
Gewichte sind dabei geméifl (4.3) gewihlt. Prinzipiell bleibt das Verhalten
der Spektralkondition und der Maximum-Charakteristik gleich, wenn die ge-
wichtete Senitivitdtsmatrix betrachtet wird. Geringfiigige Unterschiede tre-
ten dennoch auf, insbesondere kommt es bei einer grofie Anzahl von Para-
metern z. T. zu erhebliche Unterschieden in der Gréflenordnung.

Eine besondere Schwierigkeit der Formulierung (5.2) besteht darin, dass die
dort benutzte Zielfunktion im Allg. in £ unstetig sein wird. Die Unstetigkeit
wird durch die Funktion

Topt : = — Ny

verursacht, die einen diskreten Wertebereich besitzt und bei der es sich um
eine Sprungfunktion handelt. Oft wird 7op(¢) eine stiickweise konstante Funk-
tion sein. Damit ist die Stetigkeit (bzw. auch stirkere Glattheit) der Funktio-

nen x(.) und 8y #(.) nicht ausreichend fiir die Stetigkeit von p (Sh,fopt(g) (5)) in

€. Die Glattheit der Zielfunktion in (5.2) wird wesentlich durch die Glattheit
der Funktion 7op¢) bestimmt. Stetigkeit der Zielfunktion wird nur dann zu
erwarten sein, wenn 7qp¢) konstant ist. Diese Problematik wird auch durch
das nachfolgende Beispiel illustriert.

Beispiel 5.4 In einem ersten Beispiel wollen wir untersuchen, welchen Ein-
fluss die Position der Druckbeobachtung auf die Identifizierung der hydrau-
lischen Funktionen ausiibt. Wie bereits erwdhnt, kann der Druck aufler am
oberen Rand der Sdule auch an einer beliebigen Stelle im Inneren der Siule
gemessen werden. Um die Abhéngigkeit der Druckbeobachtung w, von der
Ortskoordinate x4, an der die Messung stattfindet, zu charakterisieren, schrei-
ben wir wy = wy(z4). Diese Koordinate z4 ist hier die Optimierungsvariable
und die Menge der zuldssigen Experimentszenarien wird geschrieben als

Ba = {{(wy(2a),wg)} [0 <z < L. (5-3)

Die hybrid-gemischte Finite-Elemente-Methode, die zur Losung des direk-
ten Problems eingesetzt wird, approximiert den Druck konstant auf jedem
Element. Zusétzlich sind im eindimensionalen Fall durch die Lagrange-Multi-
plikatoren noch Druckdaten in den Knoten gegeben. Wenn eine dquidistante
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Anordnung der Knoten mit der Schrittweite h zugrundegelegt wird, haben
wir insgesamt 2Z£+1 (L =Lénge der Sdule) Werte fiir den Druck und die Men-
ge der zuldssigen Experimentszenarien kann im diskreten Fall eingeschrénkt
werden auf

= . h 2L
Zani= {{lov(ai o} |za=i-5.i= 0. 50 1) (6
(Der rechte Rand, d. h. ¢ = 2£, wird in (5.4) nicht beriicksichtigt, da dort

der Druck vorgegeben wird.) Um eine glatte Approximation fiir den Druck
zu erhalten und (5.3) beibehalten zu kénnen, muss entweder ein hoherer Dis-
kretisierungsansatz benutzt werden oder mit den Lagrange-Multiplikatoren
eine stiickweise lineare Darstellung iiber die gesamte Séule gebildet werden.
Wenn die rdumliche Diskretisierung jedoch fein genug gewidhlt wird, bringt
dies keine wesentlichen Anderungen und wir beschrinken uns auf die Menge
Ed,h geméiﬁ (54)

Insbesondere haben wir damit eine endliche Anzahl von Experimentsze-
narien und wir bendétigen keinen Optimierungsalgorithmus zur Losung von
(5.2), sondern samtliche Szenarien kénnen mit einem vertretbaren Zeitauf-
wand nacheinander abgearbeitet werden.

Wir beziehen uns auf das bereits mehrfach betrachtete Testbeispiel mit der
quadratischen lokalen Parametrisierung und einer rdumlichen Diskretisierung
mit 100 Elementen. Die Abbildung 5.12 zeigt die Entwicklung der Spektral-
kondition und der Maximum-Charakteristik im Multi-Level-Algorithmus fiir
6 verschiedene Positionen der Druckbeobachtung. Beide Grofien weisen quali-
tativ das gleiche Verhalten auf. Die Werte dieser Groflen wachsen unabhéngig
von der Anzahl der Freiheitsgrade mit der Verringerung des Abstandes der
Koordinate x4 zum Ausflussrand.

In Abbildung 5.13 sind die Werte der Zielfunktion pu (Shﬂ%pt(g) (5)) fiir

M = Meond UNd p = pmay fiir alle £ € Eqp, abgebildet. Fopye) ist die ,,optima-
le“ Anzahl von Parametern, die der Multi-Level-Algorithmus fiir ry,, = 10
und %'Ntol = 10000 fiir peong bzw. %'/«Ltol = 100 flir pmay liefert. Hierbei wurde
e = 5% gewihlt. Beide hydraulischen Funktionen wurden gleichartig para-
metrisiert und wir erhalten fiir die , optimale“ Anzahl von Freiheitsgraden
pro Funktion fiir das Zielfunktional pcong

10 x4 € [0,14.25],
ropt({) - 4 xq € (1425, 1455),
3 x4 € [14.55,15)

und fiir das Zielfunktional fiyax

. [ 10 =4 €[0,14.25],
oPtE) T | 3 x4 € (14.25,15).
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Abbildung 5.12: Spektralkondition und Maximum-Charakteristik in
Abhéangigkeit von der Koordinate z; der Druckbeobachtung fiir eine Séule
der Linge L = 15 cm.
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Abbildung 5.13: Spektralkondition und Maximum-Charakteristik bei ,op-
timaler“Anzahl von Freiheitsgraden in Abhingigkeit von der Position der
Druckbeobachtung fiir eine Sdule der Linge L = 15 cm, dquisistante rdum-
liche Diskretisierung mit 100 Elementen.

Dementsprechende Spriinge sind auch in den zugehorigen Zielfunktionswer-
ten zu beobachten.

Diese Beispiel zeigt deutlich, dass eine Druckbeobachtung in der oberen
Hilfte der Séule (0 < z4 < ) fiir die Identifizierug der hydraulischen Funk-
tionen besser geeignet ist als eine Druckbeobachtung in der unteren Halfte
der Sdule. Das Optimum befindet sich in diesem Beispiel knapp unterhalb des
oberen Randes (= 2 cm). Dieses Ergebnis, das weitere Tests mit synthetischen
Daten bestitigt haben, entspricht auch den Erfahrungen der Experimenta-
toren.
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Abbildung 5.14: Spektralkondition und Maximum-Charakteristik bei Varia-
tion der Anzahl der Druckstufen in der Dirichlet-Randbedingung.

Im Weiteren wollen wir die Multistep-Experimente etwas genauer betrach-
ten.

Beispiel 5.5 Zunichst untersuchen wir, wie die Anzahl der Druckstufen in
der Multistep-Funktion g(¢) (Dirichlet-Randbedingung) die Identifizierung
der hydraulischen Funktionen beeinflusst. Dazu konstruieren wir uns wie-
der synthetische Daten (¢ = 5%) fiir eine Sdule der Liange L = 15 cm. Der
Druck am Dirichlet-Rand soll iiber dem Zeitintervall [0,40] von 15 cm auf
—100 cm abgesenkt werden. Wir beginnen mit einer Multistep-Funktion, bei
der der Druck in einer Stufe abgesenkt wird (Onestep-Experiment), d. h.
wir haben zwei Teilintervalle [0,20) und [20,40] in denen der Druck jeweils
konstant 15 cm bzw. —100 cm ist. Die ndchste Multistep-Funktion erhalten
wir indem in den Mittelpunkten beider Teilintervalle eine neue Druckstufe
eingefithrt wird. Wir erhalten also 3 Druckstufen, wobei die Druckdifferenz
jeweils den gleichen Betrag haben soll. Analog bilden wir die nachfolgen-
den Multistep-Funktionen. In der Abbildung 5.14 sind die Spektralkondition
und die Maximum-Charakteristik der Sensitivitdtsmatrix fiir die ersten 4
Multistep-Funktionen und dem Grenzfall des kontinuierlichen Experiments
(unendliche Anzahl von Druckstufen) dargestellt. Die Onestep-Methode lie-
fert unabhéingig von der Anzahl der Freiheitsgrade die grofiten Werte fiir die
Spektralkondition und die Maximum-Charakteristik. Bereits im Multistep-
Experiment mit 3 Druckstufen sind diese Werte z. T. deutlich kleiner. Diese
Entwicklung setzt sich bei wachsender Anzahl von Druckstufen fort und die
Werte der Spektralkondition und der Maximum-Charakteristik ndhern sich
den fiir das Experiment mit kontinuierlichen Ausfluss erhaltenen Werten an.
Fiir eine geringe Anzahl von Freiheitgraden (r = 3,4,6) bewegen sich die
Werte fiir das Experiment mit 7 Druckstufen bereits in der Gréfienordung
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der Werte fiir das kontinuierliche Experiment. Fiir » > 10 bestehen jedoch
noch Unterschiede von mehreren Gréflenordnungen. Im Beispiel 5.1 hatten
wir fiir » = 3,4, 6 im Multistep-Experiment mit 5 Druckstufen kleinere Wer-
te fiir die Spektralkondition erhalten als fiir das kontinuierliche Experiment.
Dort wurden die Werte jedoch auf die nichtgewichtete Sensitivitdtsmatrix
bezogen.

5.3 Optimierung der Multistep-Funktion

Zunéchst kénnen wir festhalten, dass bei der Optimierung durch Variation
der Anzahl der Druckstufen in der Dirichlet-Randbedingung eine eindeutige
Tendenz zum Experiment mit kontinuierlichem Ausfluss zu beobachten ist.
Im Weiteren wollen wir die Optimierung der Multistep-Funktion bei fixierter
Anzahl von méglichen Druckstufen betrachten. Auch die Zeitpunkte an denen
eine Druckédnderung erfolgen kann sollen fest vorgegeben werden. Dazu wird
die Funktion g(¢) stiickweise konstant definiert. Die Menge der zuldssigen
Experimentszenarien kann auf unterschiedlichste Art formuliert werden. Zu
beachten ist, dass die betrachteten Spline-Parametrisierungen die Identifizie-
rung der hydraulischen Funktionen nur iiber dem Druckbereich ermé&glichen,
welcher durch das Experiment abgedeckt wird. D. h., wenn die hydraulischen
Funktionen im Interval [¢, 0] identifiziert werden sollen, dann muss gelten

inf (., t) <.

te(0,T)

Dies kann z. B. durch Beriicksichtigung der Nebenbedingung
min g(t) = ¢ (5.5)

te[0,T]

erreicht werden. Die Kompatibilitdt von g(¢) mit der Anfangsbedingung wird
weiterhin angenommen. Die Menge der zuldssigen Experimentszenarien kann
wie folgt definiert werden:

gr = {{g@®)} | 9t)|@e+r) € PO(E, ), i=0,...,n— 1,
9(0) = (L), i 9(6) = ¥} (5:6)

wobei 0 =t? < ¢! < ... < t" = T eine vorgegebene Zerlegung von [0, 7] in n
Teilintervalle ist und P® den Raum der konstanten Funktionen bezeichnet.
Indem wir fordern, dass das Minimum fiir £ = 7" angenommen wird, konnen
wir die Minimum-Bedingung in (5.6) vereinfachen:

{{g@®)} | 9(t)|@sigi+1) € PO(E,£°11),i=0,..,n — 1,
9(0) = ¥o(L), g(T) = 1, ¥ < g(t) < ho(L)} . (5.7)



132 KAPITEL 5. EXPERIMENTDESIGN

In der Menge Eg sind auch Funktionen enthalten, die neben der Druckabsen-
kung eine Erh6hung des Druckes vornehmen. In der Realitdt kommt in diesem
Fall die Hysterese ins Spiel, die wir verndchldssigen. Durch die Einbeziehung
weiterer Nebenbedingungen kann eine Drucherhéhung auch ausgeschlossen
werden.

Eine Schwierigkeit bei der Optimierung der Multistep-Funktion ergibt sich
aus dem numerischen Verfahren zur Losung des direkten Problems. Bei grofien
Druckgradienten wird héufig eine Nichtkonvergenz des Newton-Verfahrens
beobachtet. Diese 148t sich auch durch eine Verfeinerung der Diskretisierung
(Ort und Zeit) nicht beseitigen. Einen wesentlichen Einfluss scheint hierbei
auch die Parametrisierung der hydraulischen Funktionen auszuiiben.

Das Designproblem fiir die Menge Ef] wurde erfolgreich mit einem stocha-
stischen Verfahren bearbeitet. Hierbei handelt es sich um ein Verfahren der
simulierten Abkihlung (Simulated Annealing). Details zu derartigen Verfah-
ren sind in [34], [36] und [57] zu finden.

Algorithmus 5.6 (Verfahren der simulierten Abkiihlung)
(i) Initialisierung

k:=0

Wihle ,,Anfangstemperatur“t, = Tgary > 0, Schrittweite AT >
0 undl > 0.

Erzeuge ein (zufilliges) Anfangsszenario £ € E.

(i) Erzeugung von Nachbarschaftsszenarien und Reduzierung der , Tempe-
ratur®

WHILE 1, > 0

Fihre folgende Schritte [-mal aus.
Erzeuge ein zufilliges Szenario &' € U, (§) C

Bestimme A= 1 (Sropu(e) (') =1 (Stupu(e)(§)) -
Wenn Ap < 0 oder exp~®#/™ > RANDOMI0, 1],
setze £ = &'\

k=k+1

T = Tp_1 — AT

Die jeweils zu untersuchenden Szenarien &' werden zufillig aus einer Um-
gebung U, (§) von & erzeugt. Das neue Szenario ¢’ wird akzeptiert, wenn sich
ein verbesserter Zielfunktionswert ergibt. Im Falle einer Zielfunktionswertver-
schlechterung wird & mit der Wahrscheinlichkeit exp=2#/7 akzeptiert. Diese
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Wahrscheinlichkeit verringert sich mit zunehmendem Ap. Durch die Zuléssig-
keit von Zielfunktionswertverschlechterungen soll verhindert werden, dass die
Optimierung in einem lokalen Tal von p liegen bleibt. Im Prinzip miissen
fiir jede Temperatur solange Nachbarschaftsszenarien betrachtet werden bis
sich ein Gleichgewichtszustand einstellt. Hier wird vereinfacht stets nach [
Schritten die Temperatur reduziert. Eine fallende Temperatur bewirkt ei-
ne Verringerung der Akzeptanzwahrscheinlichkeit von Zielfunktionswertver-
schlechterungen bis bei 7, = 0 die Losung ,eingefroren* wird. Einflussgréfien,
die das Endszenario mitbestimmen, sind die Schrittweite A7, die Anzahl der
fiir jede Temperatur 7 zu untersuchenden Nachbarschaftsszenarien und die
Nachbarschaftsumgebung U, . Diese Umgebung wird so gebildet, dass die
oben erwdhnte Nichtkonvergenz des Newton-Verfahrens nicht eintritt.

Beispiel 5.7 Wir beziehen uns auf Beispiel 5.5 und setzen L = 15, ¢ =
—100 cm und T = 40 h. Das Zeitinterval (0,7") wird dquidistant in 16 Teil-

intervalle unterteilt: T
th:=i— ,i=0,..,16.
16

Die Kontrollparameter im Verfahrem werden wie folgt gewihlt:
Tetart = 1000, A7 =20, [=20.

Fiir die Nachbarschaftsumgebung verwenden wir

(L) -9

Tstart

Un(g(t)) = {g(t) €521 g(t) —mi
- to(L) — 1/1}

< g(t)

<g(t)+v (5-8)

Tstart
mit v = 0.25. Die Nachbarschaftsszenarien werden nach der Gleichverteilung
erzeugt. Das Start- und Endszenario, welches wir mit dem Algorithmus 5.6 er-
halten, sind in der Abbildung 5.15 dargestellt. Dabei wurde als Zielfunktional
die Konditionszahl der Sensitivitdtsmatrix verwendet. Im Abbruchkriterium
des Multi-Level-Algorithmus wurde ebenfalls die Konditionszahl betrachtet
mit %utol = 10000 und 7y, = 10.

Wenn wir die im Verfahren auftretenden Werte des Zielfunktionals betrach-
ten (Abbildung 5.16), so ist eine Verringerung vom Start- zum Endszenario
festzustellen. Aber der Gesamtbereich, in dem sich die Werte bewegen, ist
verhiltnisméafig klein. Die Differenz zwischen Anfangs- und Endwert ist klei-
ner als 100. Auch werden bereits fiir die Starttemperatur Szenarien betrach-
tet, deren Zielfunktionswert fast schon dem Endwert entsprechen. Wesentlich
beeinflusst wird dies durch die Definition der Umgebung U,, . Im Gegensatz
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dazu haben wir bei der Optimierung der Position der Druckmessung bei-
spielsweise eine deutlich gréfle Variation der Zielfunktionswerte erhalten.

g(t)

40 t initial value
final value ———

20

20 +

h(t)

wl

60 ,,,,,

8t

-100

-120

Time

Abbildung 5.15: Anfangs- und Endwert der Dirichlet-Randbedingung beim
Verfahren der simulierten Abkiihlung.
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Abbildung 5.16: Zielfunktionswerte im Verfahren der simulierten Abkiihlung.
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5.4 Schlussfolgerungen

Anhand von einigen Beispielen haben wir Probleme des optimalen Experi-
mentdesigns fiir die Identifizierung der hydraulischen Funktionen betrachtet.
Das optimale Experimentdesign ist damit noch nicht erschépfend behandelt,
aber wir konnen schon einige Ergebnisse formulieren. Auf die Frage nach der
optimalen Position der Messung des Drucks kann die Empfehlung gegeben
werden, dass die Messung in der Ndhe des oberen Randes der Siule erfolgen
sollte. Durch den Vergleich von Experimenten mit Multistep- und kontinu-
ierlichen Ausfluss haben wir festgestellt, dass im Allg. der kontinuierliche
Ausfluss eine stabilere Identifizierung gewéhrleistet. Die Ergebnisse aus ei-
nem stochastischen Suchverfahren deuten darauf hin, dass die Stabilitdt bei
begrenzten Anderungen der einzelnen Druckgradienten nicht wesentlich vari-
iert. Wichtig fiir eine stabile Identifizierung im gesamten Intervall [¢, 0] ist die
hinreichende Beriicksichtigung aller Druckwerte aus diesem Intervall in der
Identifizierung. Insgesamt lassen die erzielten Resultate den Schluss zu, dass
bei einer formfreien Parametrisierung der hydraulischen Funktionen die kon-
tinuierlichen Ausflussexperimente den Multistep-Ausflussexperimenten vor-
zuziehen sind.
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Anhang A

Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Identifizierung der hydraulischen Funk-
tionen pordser Medien aus Sdulenexperimenten. Besonderes Augenmerk wird
hierbei auf das numerische Identifizierungsverfahren gerichtet.

In einem einleitenden Kapitel wird die Thematik dieser Arbeit vorgestellt.
Es erfolgt eine kurze Beschreibung der zur Identifizierung der hydraulischen
Funktionen geeigneten Sdulenversuche.

Das zweite Kapitel beginnt mit einer Einfiihrung in die Problematik der in-
versen Probleme. Es wird ein Uberblick iiber Methoden zur Lésung und Sta-
bilisierung inverser Probleme gegeben. Dem Prinzip der verallgemeinerten
Inversen folgend wird das Parameteridentifizierungsproblem durch die Mi-
nimierung eines Fehlerfunktionals geldst. Effiziente Optimierungsverfahren
benstigen die Ableitung (Gradient) des Fehlerfunktionals. Diese Ableitung
kann mithilfe eines adjungierten Problems berechnet werden. Zunéchst wird
der unendlichdimensionale Fall betrachtet. Anschliefend werden die Resulta-
te auf den endlichdimensionalen Fall iibertragen. Die in [6] entwickelte und in
[30] in verallgemeinerter Form beschriebene Methode der Integralidentitédten
wird in einer angepassten Form dargestellt. Es wird ein adjungiertes Problem
betrachtet, welches in enger Beziehung zu dem adjungierten Problem steht,
das zur Berechnung des Gradienten des Fehlerfunktionals dient. Die Identi-
fizierbarkeit nichtlinearer Koeffizientenfunktionen kann in Abhéngigkeit von
den Eigenschaften des direkten und adjungierten Problems gezeigt werden.

Das dritte Kapitel beginnt mit der Darstellung des Modells zur Beschrei-
bung der Sdulenexperimente. Der Fluidtransport wird durch die Richards-
Gleichung modelliert. Anhand von Beispielen wird die Schlechtgestelltheit
des inversen Problems demonstriert. Es wird eine Variationsformulierung der
Richards-Gleichung vorgestellt, fiir die Existenz- und Eindeutigkeitsresultate
bekannt sind. Fiir die weiteren Betrachtungen wird eine gemischte Variations-
formulierung aufgestellt. Analog zu den in Kapitel 1 beschriebenen Metho-
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den wird hieriir ein adjungiertes Problem formuliert. Die Identifizierbarkeit
der hydraulischen Funktionen anhand von Siulenexperimenten wird bewie-
sen. Im letzten Abschnitt des dritten Kapitels wird das diskrete Modell be-
trachtet. Die in [52] entwickelte hybrid-gemischte Finite-Elemente-Methode
wird zur Diskretisierung der Richards-Gleichung eingesetzt und kurz skiz-
ziert. Nach Bemerkungen zur Losung des diskreten direkten Problems wird
analog zum kontinuierlichen Problem ein adjungiertes Problem betrachtet.
Es werden drei Methoden zur Berechnung des diskreten Gradienten des Feh-
lerfunktionals beschrieben: die Differenzenmethode, die adjungierte Methode
und die direkte Methode. Das Kapitel 3 schliefit mit einem Vergleich der drei
Methoden im Hinblick auf ihre Rechenzeit- und Speichereffizienz.

Das vierte Kapitel widmet sich dem numerischen Verfahren zur Identifizie-
rung von Nichtlinearitdten. Hierbei wird wie im zweiten Kapitel eine allge-
meine Formulierung verwendet. Nach der Prizisierung des Fehlerfunktionals
werden verschiedene Methoden zur Parametrisierung der Nichtlinearitdten
mithilfe von Spline-Funktionen vorgestellt. Entsprechend dem hierarchischen
Konzept dieser Parametrisierungen erfolgt die numerische Identifizierung in
einem Multi-Level-Verfahren. Die Multi-Level-Identifizierung wird mit einer
Sensitivitdtsanalyse gekoppelt. Im zweiten Abschnitt des vierten Kapitels
wird die numerische Identifizierung anhand von Fallstudien untersucht. Hier-
bei wird sich wieder konkret auf die Identifizierung der hydraulischen Funk-
tionen bezogen. Es wird der Einfluss des Diskretisierungsparameters und der
Art der Parametrisierung auf die Identifizierung untersucht. Die spezielle
Charakteristik des Multi-Level-Verfahrens wird demonstriert. Dabei wird die
Identifizierung auch an experimentellen Daten getestet. Es bestehen Moglich-
keiten Adaptivitdt in das Multi-Level-Verfahren einzubringen. So kann fiir
bestimmte Parametrisierungsarten eine adaptive Verfeinerungsstrategie ein-
gesetzt werden. Mithilfe der Sensitivitdten konnen die Wichtungsfaktoren im
Fehlerfunktional adaptiv angepasst werden. Zusédtzliche a priori Informatio-
nen iiber die hydraulischen Funktionen (wie z. B. die Mualem-Beziehung)
kénnen nach der Methode von Tikhonov in die Identifizierung eingebunden
werden. Hierzu werden jeweils Beispiele betrachtet.

Das fiinfte und abschlielende Kapitel gibt einen Einblick in das optimale
Experimentdesign. Zur Motivation werden zunichst Beispiele fiir Multistep-
Experimente betrachtet. Anschliefflend erfolgt eine mathematische Darstel-
lung des Experimentdesignproblems. Das optimale Experimentdesign liefert
eine klare Aussage dariiber, wo in der Sédule eine Druckbeobachtung durch-
gefithrt werden sollte, um eine gute Stabilitidt der Identifizierung zu gewéhr-
leisten. Die Optimierung der Multistep-Funktion wird mit einem stochasti-
schen Verfahren bearbeitet.

Die Anhénge A und B enthalten diese Zusammenfassung und eine Dar-
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stellung der insbesondere in Kapitel 2 benutzten Funktionenrdume, insofern
diese nicht an anderer Stelle definiert werden.
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Anhang B

Funktionenriaume

Im Folgenden werden die benutzten Funktionenrdume aufgefiihrt, insofern
diese nicht an anderer Stelle definiert werden.

(i) Raume stetiger Funktionen

C*(X;Y), k € N, ist der Raum aller stetigen Funktionen F': X —
Y, welche stetige Ableitungen bis zur k-ten Ordnung besitzen.

CH*(X) := C*(X;R).
C*la,b] :== C*([a,b]) mit a,b € R.
C(X;Y):=C%X;Y).

(ii) Lebesgue-Riaume

LP(X), 1 < p < 0o, besteht aus allen messbaren Funktionen, fiir
welche die Norm

1
(/ \f|pda:> fir 1<p< o0,
1fllp = x
esssup | f| fiir p=o0
X

endlich ist.

Xr = X % (0,T).
LP9(Xr), p,q > 1, ist der Raum aller messbaren Funktionen, fiir

welche die Norm
T % 5
= [ ([ 107)
0 X

141

endlich ist.
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LP9(X7p) fiir 1 < p, ¢ < oo ist analog definiert, wobei die co-Norm
durch das wesentliche Supremum des Absolutwertes gegeben ist.

LP(XT) = Lp’p(XT),]_ §p§ Q.

LP((0,7); X),1 < p < oo ist der Raum der messbaren Funktionen,
fiir welche die Norm

(/ IIf(t)||§cdt)5 fir 1<p< oo,
J

inf M fir p=w
IFOllx <M
fiir fast alle t € (0, T)

| fllze(0,my;) =

endlich ist.
(iii) Sobolev-Raume

Sei X C RV, a € RY Multi-Index, |a| := Zf\il a; und D® :=

o1+... o . . .
oo X die verallgemeinerte Ableitung.
Oz *...0T

HY(X) c L*(X) und H"'(X7) C L?*(Xr) sind Hilbert-Riume

mit den Normen

Iflmexy = | D> IDfI5 |
le|<1
1
2
”f“Hlsl(XT) = Z ||82D°‘f||§,2
i+]al<1

(iv) Vektorwertige Funktionenrdume
Sei X C RN,
H(div; X) := {f e (XN |V-fe L2(X)}

mit der Norm

1
2

1 llasv = (IFI2 + 1V - £113) -
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